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/. cot.x= 



I 

4 

suppongasi col Sig. Francoeur 

5= 7 i ine, ,577, £=87""" , 812, à=4o--H56', 

e facendo la prima parte della formula (a) 
C 

cot.&=- cot. a (F) 

Bsen.a 

da noi desti aata alla soluzione dello stesso probi, (b) 

Q 

cioè - =cot.x, si avrà 

2? sen. a 

1,9435539 (rrZ.87.812) 
8,i452265 (== compi./. 71,577) 
o, 1 8363g 1 (= compi. /. sen. 4o 3 56' ) 
ss 0,2724195 =s/.i, 8724900 . Dunque 

1,8724900 
— 1,1530754 (=cot. 4o* 56') 
e=a 0,719414^ = cot. 54 ' 16/ 5", 5 , 
e l'angolo richiesto è £=54 16/ 5'', 5 non 54° 16' 
quale vien trovato dal citato autore. 

Volendo una riprova dell'esattezza del nostro cal- 
colo , si appuri coi soli mezzi dell'aritmetica la fra- 
89,812 / C \ 

ZlOne " g gre o A ~n )> e COn sin g°- 



71,577 X o,655i8o4\ Bsen.a< 
lare accordo si otterrà 

Nè resta difficile il vedere da che derivi la preci- 
sione della forinola (F) , purché si avverta ch'ella, 
attesa la sua semplicità, non richiede l'addizione di 

" 

(a) Eltm. di Matem. voi. I.° p. 366- Parigi 48 1 V. 
(*) Atti della H. Accad. di Lucca voi. V.° p. 291. 



i 
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parecchie file di logaritmi espressi con sette decimali , 
(file il cui numero va fino a cinque) pel metodo del 
Francoeur (luo. cit. p. 36^), proposto trenlatre anni 
prima dal cav. Cagiwli (Trigon." l/ ediz. §. 228), 
e da lui applicato nel §. 248 , poiché V omissione 
delle colonne 8." e o.' , come altra volta osservano- 
mo (a) , sovente diminuisce le cifre 6V e 7. 3 , tal- 
volta la 5.* e la 4-" i circostanza notabile , trascurata 
per quanto ci sembra dai moderni autor:, che hanno 
trattati argomenti trigonometrici . 

La formola (G) del Sagg. cit., la quale dà un 
lato per gli altri due e per l'angolo fra di essi 
compreso , essendo quasi sempre incomoda , giova 
cercare un a.° angolo con la (F), e quindi il 3.° 
lato con la proporzione de' lati co' seni de' respettivi 
angoli opposti . 

Affinchè viemeglio apparisca l' opportunità della 
formola 

cos.g= — 1 (H) (luo. cit.) 

si osservi che nel trigono acb (F, a 1.) si ha la 
perpendicolare t*J==Z?seu.a e quindi 

sen. a: 



SC B*C* \ 

m * 



(a) Ricerche Analit. dirette ec. Accad. di Lucca voi 6.° p. 357j 
t 
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che BC-p(p-A) è con ( J} -B)(p-C) ì e si 
concluderà essere la superfìcie s del trigono acb 
cioè iC.c^V[fKfJ~A)(p - B){p—C)]: 

Avendo cosi provveduto alla teorica ci piace di 
ammorbidirne l'aridità con due applicazioni piacevoli, 
e per la novità del risulta mento inaspettate. 

Probi, i*» Si dimanda se vi sia la maniera 
di misurare la superficie di un trigono dato , 
impiegando il minimo numero di unità lineari. 
Soluz. ne i/. 

Sieno A, A-+ctt—B), ^-+a-+|?(=C) i lati, 
e le respettive perpendicolari saranno 
2S 25 %s 

A' A+i* A-+*-+$' 

TkH A , 25 ^ 25 25 25 

Ma > ^- 4 .- T perchè a-+ ^ — 

A-±ct A A-*x A 

si riduce ad 

A(otA-+tt, a H- 25)> iS^A^rOL) 

ossia A(A+a.X—^B)>*s - 

Cosi A-+*-¥$+— -^A^-ot^-^—, cioè 

si* soddisfa al problema con prendere per base il 
lato minimo . 

Soluz."' 2.* Si sa (Tratt. algebra de' Mass. e 
de' Min. pag. Sg — Lucca 1823.) che fra* rettangoli 
equivalenti il quadrato ha il minimo perimetro. Ma 

A 25 v S*5 

A -<:A-+a, — ed 

A A-*rOL 



— ■ ' * -* 



Dunque fra i rettangoli di ciascun lato nella sua 
perpendicolare, il perimetro del rettangolo del lato 
minimo nella sua perpendicolare accostasi al perime- 
tro del quadrato, cioè al valor minimo, più de' ret- 
tangoli degli altri due lati nelle loro perpendicolari 
e per conseguenza ec. 

Si trova per es.° che facendo (Francoeur voi. i.° 
pag. 368) 

A=z\^ f 3; 2?=:io,7; C=io,3 

a^85°43 , 5 Ì==48°io'; c=/fft» 7 ' risulta 
A 4 2? sen. c— 22,01 2 ; 2?H-Csen. £=20,971 2 $ 
C-+Z? sen. n=2o, 9701 » 
Il risparmio corrispondente al 3.° binomio è picco- 
lissimo perchè molto piccola è la differenza fra il 
secondo ed il terzo lato . : 

Il Chiarissimo geometra Bordoni si è proposto lo , 
stesso problema (Geod. a elemcnt. p. 129), e con 
un complicato metodo ha trovato soddisfacente il lato 
medio. Sieno, egli dite, /, /" i lati, a, a, a" 
le respetti ve perpendicolari , e supposta a~>l" stabi- 
lisce essere (F.' 2) 

ma senza proceder più oltre si vede che questi rap- 
porti sono falsi ambedue: il primo perchè la perpen- 
dicolare da un dato punto ad una retta data è mi- 
nima fra tutte le linee rette che congiungono la rètta 
stessa col punto: l'altro, perchè in forza delle identità 
Z.'V-H.a; l/a'^l.a ' 
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successivamente si trasforma in 

l'ultimo de' quali è smentito dalla nota identità 
l.«-K"a" perchè a'</". 

Probi. a.° Assegnare i lati di un trigono del 
quale si conoscono gli angoli e le distanze fra* suoi 
vertici ed un punto d del suo piano. Soluz. ne 

Sia cab il trigono richiesto (F. B 3), ad=a. , 
bd=:/ò , cà=y , cb , cioè il lato cui sono adjacenti 



gli angoli c, b, pongasi =x, onde si abbia 

sen. c sen. b 

ab— . xi ss Kx) , rtc= . * C=px) : 

sen. a ' sen. a 

la de (norm. sulla bc) sia =rc, la corrisp. ascissa 

cezzzm . 

(sen.c \„ / cos.c\- > 

p*— n} a H.(m-^— ) 

p x i!ì^i_ n=aA (norm. a bc)—de=a$ 

cos. c 

m—px ■ ~ce—c\~dó . 

Se il punto d sia dato, come il Carnot suppone (a), 
son note le m, rc riferite a due assi dati ex, c/. 

Presa la cb per rappresentare il lato ar, e con- 
dotte le ca t ba sotto i noti angoli , abbiamo un tri- 



(a) Ceom. di Posiz. $. 328. 



dove 
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gono simile a quello che si cerca, e per renderlo 
ad esso identico altro non si richiede che appurare 
il valore . 

^ y a (i-/)4|3y-g a 

Ì. N cos. c sen. c ) ' 

K^frT — hi— J 

dato dalla differenza delle ultime due eq. 1 (^); va- 
lore che risulta doppio se traggasi dalla a. a o dal- 
la 3/ delle (y/), perchè il calcolo è stato istituito 
come se gli angoli fossero dati per mezzo de' seni, 
e fa d'uopo sceglier quello che soddisfa al problema, 

osservando la specie de* respettivi angoli b, c. 

La prima dell' eq. ! e Feq.* che si cousegue 

sostituendo nella 3/ il valore d' x dedotto dalla 2." , 
costituiscono due eq.' di condizione tra le m, n, a, 
(ò, y, le quali debbono restar soddisfatte, affinchè 
la situazione del punto d si accordi con le assegnate 
distanze sue dai vertici del trigono richiesto. 

Si può anche supporre col Carnot (op. cit. $. 33 2) 
e col Sig. Bordoni (a) che il punto d sia qualun- 
que e però ignoto, ed in tal caso le m, n si trat- 
tano come incognite, per lo che dalle due prime 
eq 1 (^), con eliminare m 1 ovv. n. 2 , si deduce 

e dalla 3.' che diviene 



(«) Geodet. Eleni, p. 243. 



IO 

* • 

SI 

1 t y % ~*> % _p coi. c 



\seii.c. i / 

espressione che diciamo —~{M*-ì-N'x' 1 ) . 

Così la prima delle {A) si cangia in 

flO (P*-*x' ì y*-+(M i -+Nx*y==4y*x' 1 ed e 

T eq. e del problema , dove 

jy sen. h.i cot.c sen.(a-»-c).i cot.c cot. a 

sen asen.c i sen. a sen. c i 1 
i 

ed iV-t-i=: — . Facciasi P i n-av 2 ossia 

sen. 2 a ' 



- T (j3»-+y a )=^^a | e r eq . (fi) darà 
(C) r 2 =sen.2a! (/*— iM^cot.a-± 



cot. 8 — 

sen.^a 

eq. che ha per lo meno due risolventi reali positive, 
per mezzo delle quali si cousegue 

Il Sig. Bordoni afferma che nel caso di cui si 
tratta si hanno due soluzioni : il Carnot , fondan- 
dosi sopra una costruzione male spiegata e peggio 
espressa , dice che due son pure quando il puuto d 
è dato. Noi, supponendo che il nostro calcolo sia 
sufficiente per confutarlo , passiamo a considerare la 
stessa proposizione riferita al caso generico del punto 
qualunque, ed osserviamo i,* che il numero dell'ef- 
fettive soluzioni di un probi, non può desumersi da 



Il 

quello delle reali e positive risolventi della sua eq. 
finale (a) : 2. 0 che un problema generico non può 
ammettere un numero di soluzioni maggiore di quello 
che spetta a ciascuno degli infiniti casi particolari in 
esso compresi: che in conseguenza unica ci sembra 
dover' essere la risolvente reale positiva dell' eq. (C), 
soddisfacente al problema. Abbiamo detto ci sembra, 
non perchè in noi manchi il convincimento, ma per- 
chè la somma stima che professiamo al chiarissimo 
Geometra di Pavia ci rende titubauti nel giudicare 
diversamente da lui. 

Mentre aspettiamo che altri c'istruisca su questo 
punto , avvertiamo che la x ammette in generale un 
doppio valore positivo e reale, quando §li angoli non 
si conoscano mediante la loro misura, cioè in gradi 
*e minuti , ma per mezzo de'loro seni , poiché in 
tal caso il valore d' jt resta incerto quantunque uni- 
co , e facendo db'— db , il trigono richiesto tanto 
può sssere acb quanto acb' . È da notarsi però che 
questa ipotesi è stata esclusa dal cit. Geometra, il 
quale ha dichiarato esser noti gli angoli per mezzo 
della loro misura. 



. (a) Data per es.° 1* ipolen. s=a , e la somma b de* cateti , 

accresciuta dalla perpetui, tirata sulla ipolen. dal vertice 

opposto, se si dimanda la perpendicolare x si trovano due 
valori reali e positivi 

x=a-+b=tV*a-h*aùt 
il primo de* quali è falso . 



ARTICOLO IL 

Rettificazione e compimento della teorica relativa 
i estrazione delle radici dai binomj irrazio- 

nali del a.° grado . 

* • 

i. La radice quadrata di mrfcrcv/à, dove si sup- 
poue il numero b ridotto al minimo valore , è ne- 
cessaria per risolvere l'eq. 1 ' 

x>-+px 2 -+q=x> , x*- ¥m \/a.x-+nVb=xì: 

la radice cubica de* binomj della forma m\/az±nVb 
si richiede per conseguire nel miglior modo espressa 
l'incognita delle 

x 3 -+px-rq=o , x 6 -±px' i -+q=zo f x*-*-px-*-n ^£=0, 
ed in generale la definitiva soluzione della 

x* c ~*-px c -¥q~o 

esige il conseguimento di V (— \pr± Vq-+\pV) . 

Si tratta di evitare la prolissità dell'ordinario me- 
todo aritmetico mediante un artifizio, che faccia di- 
pendere la radice desiderata da una formola assai più 
semplice, e noi ci proponiamo di soddisfare a que- 
sto importante problema cercando y/(m\/a^±n\/b) 
quando c=2, 3, 4> 5, 6, 8 ed a,i,ni,n numeri 
dati . 

a. L'Eulero, imitato dai Sigg. La Croix , Fran- 
coeur ec. ec, propose (Elem. d' Alg. §. 669) di 
fare V(m -fnV 'by=zy/x-+Vy , 

di trarne 

m-f-w/^^H-aV 7 !/ ; 1:4)0», Wxy=n\/b , 



■Dicptircci by-^RWJjfc 
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poscia x*-+nxy-+f*=m* , fay=&n 2 , 
equazioni la cui differenza, estraendone la radice 
quadrata, è x— j=V(^ a — bn*) 5 
di combinare questa con *-f/=m onde avere x 
ed e quindi 

Vm-*nVk=:V [ ì (m-+Vm 2 —bn 2 )] ■+ 

V[i(>— Vm*— . . . (I) . 

Noi proTeremo che questa forinola, rinvenuta con 
adequato metodo dal P. Paccioli circa due secoli 
prima che V Eulero nascesse , riesce influite volte 
inopportuna , e che sovente conduce , in forza del 
difettoso metodo moderno, ad un risultaniento non 
ammissibile . 

3. Affinchè la formola (I) sia preferibile alla 
proposta, bisogna ch'ella con più semplici opera- 
zioni somministri la radice richiesta, ed a tat effetto 
sono necessarie quattro condizioni, cioè che abbiasi: 

!„■ m a — bn % , (flm J — bn* se il !•• termine del 
binomio sia mVà) t =z quadrato! 

a.* i numeri m , dtV(m* — bit*) ambedue pari o 
disparì : altrimenti m^tV (m a — 5/i 2 ) risulta dispari 
(Scxen. del Cale, voi. 4»° P» 99 n »° a °) e l e radici 
da estrarsi sono tre in vece di due: 

3." uno de'num.* i\mztV(m*— bn 2 ) j=c a : 

4. 1 m>nVb . 
La insussistenza delle prime tre rende per es.° as- 
sai svantaggiose le seguenti espressioni approvate da 
illustri geometri (a). 



(a) Tom/nasini - Introd. in Alg. voi. a." p. 543. - Imcco |783. 
Costali- Orig. ec. voi. i.° p. *44- — Parma 1779. 



V / (7^4V / 7)=V(ìV 7 )-vV(iV / 7 )+^(V'343-+V7)-- 

Della 4*" nel seg. J. 

Prescindiamo dai binomj m\/ arirn\/ b , perchè 
le risultano 1 irrazionali, e la formola (f) ad 

altro non serve che ad accrescere la difficoltà del- 
l' operazione. Si trova per es.° (Tommasinì §. cit.) 

4. È facile il prendere equivoco nelle investiga- 
zioni analitiche f e senza un raziocinio solido ed inal- 
terabile on risque de se tromper à tout moment 9 
lo disse già l' Eulero (a) . Alle tante prove che si 

hanno di questa rincrescevole verità si può adesso 

■ 

aggiungere il falso partito da lui preso, nel confron- 
tare generalmente con m -, confronto erroneo 
quando le pc, y debbano essere irrazionali, (del che 
non si può anticipatamente giudicare per essere x,y 
incognite), ed assurdo se m-<.nV b (circostanza pre- 
veduta dal P. Paccioli}, perchè x-hjr , somma dei 
quadrali del binomio ipotetico Vx-+VjT è sempre 

>>nVxy , come succede per es.° in 7~*-4V7» per 
cui la formola (I) dà sconciamente 

V( 7 +4 )= Va ■+ f V-7H V(| - % V - 7) . 

Sembra dunque che basti confrontare ad imita- 
zione del P. Paccioli il binomio x-+y col termine 



(u) Accail. tli Berlino an. 1754. 
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maggiore, ma ciò è falso, perchè supponendo 

si fa dipendere l'estrazione di VOn-^nV b) dalla 
forinola 

la quale, se ci fosse data, dovremmo tentare di ri- 
durla alla proposta. 

Nella predetta circostanza che sia m<n\/b ripu- 
gna altresì che a 

V(m-+n\/ by=zV X+Vy corrisponda 

V(m-nVb)=Vx—Vy . 

e ne derivi x- F=*/ (m* —bn*) : la ragione si ò 
che nella seconda delle forinole prec. le parti Vx , 
Vj t siccome compongono una quantità immaginaria, 
essenzialmente differiscono da Vx, Vjr nella prima, 

* . ' * ■ ■ ■ 

ove formano un aggregato reale. 

5. Sia V(mVa+nVbyfrn'Va*:n'Vb . Il con- 
fronto dà 

■ 

quindi 

; ' ' kù*-bn*\^(m' 3 +Um'n'*)*\^ 
b(n' 3 -¥ 3am' V)» |4<am'*— bn'*)* 

e però ato 2 - £n a = cuho =A 3 (3) 

ed am' 2 - W =4=A: da questa 

*tiP+**f~* (4) 

e sostituendo nella i." delle (a) si ha 
) 4*m' :, .3W+/n, oss. m" 3 - naW+i^™! • f • ( 5 ) 



i6 



Se m" razionale ottiensi m'^—m» f e per deter- 
minare n' si hanno le seg. forinole 



■M^VCt^-) 

dedotte dalla form. (4) e dalla i> delle (a), che 
dimostrano essere 

»WA e .... (7) 



Così dalla (4) e dalla 2/ delle (a) si ricaverebbe 

»'^(^V(^) • ■ « 

•■'fi e» 

Se il criterio (3) (noto anche al Cardano') è 
soddisfatto, si appurano m", mf, indi si cerca n' 
con le (6) , o viceversa . 

In vece delle (6) , (8) si può però profittare di 
una delle respettive 

\ n "Ti » m ■+■ ;> (10) 



w 



(*) II Cardano (Art* Magna -Dell' Aritmi cap. XFU), pro- 
pose di prendere per m' nn «ramerò >|m\/« se 
e di prenderlo «< se Jt<jo , ma il i.° limile lascia in- 
definita la scelta ed entrambi sono fallaci. È falso per es.° 
s 

che per trovare V(a-rV 5 ) si possa scegliere ni fra i nu- 
meri minori di £ , perchè si ba m'—n'—\ , 



m _ . Di nitbf Hi h ^nno fcj 
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derivanti dall' eq.' (2) , dalle quali apparisce che non 
può essere ni razionale senza che la n sia tale, e 
viceversa . 

Le condizioni che assicurano l' esistenza di 

souo una convenevol forma sono dunque due soltan- 
to, ma più difficili a verificarsi delle quattro che si 
richiedono per conseguire una vantaggiosa espressione 
di V(mVa+n\/b). 

Es." i.« Se vogliasi ^(294^ -+a43\/ 5) , fa 
d'uopo dedurre 

am % - *=H3(2 9 4) a - 5(a43) 3 -H -33 :t , A=*= - 33 , 

e la 1/ dell' eq.'' (5), ossia 4"» /3 ~ , -33m / =4=98 , resta 
soddisfatta da m'+a: dunque dalla 1/ delle (6) 

n'aV'*^ 33 -!^ . Più speditamente dalla a.' del- 



le formole (9) 

» / <V / -^-<V / 48<3-f , e posto *'=f=3 si ha dalla 

3 882 

a.* delle (10) m 1 4»->» J r4= 2 » cioè la radice 

v J ^a43-+a7.4o 

come sopra espressa per 

2 



m' 



e la radice '""*yà • 
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fi 

Es.° 3. - Per conseguire V^V^-f 1 1 \Za) giova 
osservare che m / ^<>/^<:V / Ì può supporsi =1, 

che da questa ipotesi ne deriva n ==■— j-j==i , va- 
lori ammissibili perche m'=i soddisfa alla 1.* del- 
le (5). I limiti (7, (9) sono specialmente utili, come 
vedremo , quando sia molto difficile assegnare una 
razionale risolvente delle citate eq. 1 (5). 
6. I moderni autori si arrestano all'eq. 

e ne cercano un razionai fattore di i.° grado, il che, 
ne' piccioli esempi che prescelgono , riesce loro feli- 
cemente, ma quando la ni debb' essere fratta e <i~ 
l'applicazione de' metodi generali diviene scabrosa, e 
sembra necessario profittare dell' eq. in m" , ch'esclu- 
de ogni risolvente fratta in termini finiti ; anche que- 
sto ripiego riesce però talvolta inutile, perchè la 
citata eq. spesso trovasi affetta da coefficienti troppo 
grandi, % che sono inaspettata cagione di nuovo imba- 
razzo. Noi passiamo a mostrare, con un es.° di me- 
diocre difficoltà, che la scorta di uno de' limiti (7), 
(9) diventa in questi casi notabilmente opportuna , 
specialmente se il numero a sia composto di molti 
fattori , perchè ciascuna delle frazioni , aventi uno di 
essi per denominatore, può essere la desiderata ri- 
solvente dell'ausiliare in m! . 

Es.° 4«-° Si dimanda di soddisfare adequatamele 
ad un problema , la cui equaz. finale è 

\3 7 ì 6 7 5 ) 
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Trovato fea-'Ìl si ha Tea. i^W2!*'mÌL 
. M>. r / , »»5 375 

quindi la ridotta ' 

* 

ioia5oom' J -+ 2 5875m'=:i3275 , 

che divisa per 2 5 diviene 

• ■ . ,..•»,.• 

4o5oW 3 -f io35m':=53i (n) 

e la definitiva è -» 

m " 3 -+4i9i75oom / # / =86o32 7 52 7 5oooo . 

Chi e' insegna a trovarne la risolvente razionale in- 
tiera ? Questa ricerca è , come ognun vede , molto 
difficile, ma sembra tale assai di più quella di una 
risolvente razionale fratta dall' equazione in m' che 
esclude qualunque valore intiero : non ostante noi 
preferiamo di cercare la m f , ed a quest'effetto os- 
serviamo, ch'ella debb' essere compresa fra 0,1 e 
0,38, perchè m'=o, 1 dà 

ioi2,5-r 2 587, 5 molto <i32 7 5, 

e dal limite (7) risulta ro '<;^ J^ <0 ,.38 . 

0.070 

Giova dunque tentare m=o, a; =o,3. 

La x.' ipotesi verifica subito l'equazione (ji): 
dunque 

t f 3m'n \ i3i\ ✓ 69 »4 \ 3.i3i i3i 1 

6 la radice richiesta =i\/3-+- §Va . 

Le prec eq. 1 in in? ed in m n , per quanto sieno 
scabrose, danno appena un saggio della difficoltà, che 
nei casi particolari si può incontrare: difficolta di cui 
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gli autori di Elem. Algebrici, coi loro picciol issimi 
esempj , non lasciano neppur sospettare . 

j. Altri ha proposto di ridurre mVa-fnVb alla 
forma B eoa moltiplicare e dividere i suoi 

termini pel cubo di un suo radicale, come per aVa f 
ovvero di moltiplicare o dividere il dato binomio 
per un adattato numero P, ma questa trasformazione 
non ci sembra opportuna , perchè oltre P aumento 
de* coefficienti dell' equaz. finale in m', richiede che 
nel i.° caso si divida il risultamento pel valore di 

Va, nel a.° si divida o si moltiplichi per VP, e 
cosi fa dipendere l'estrazione da quattro principali 
operazioni , quali sono : la trasformazione , la valuta- 
zione di Va e di VB, e la divisione o la mol- 
tiplicazione della radice del numeratore pel valore 

di Va o di VP* Se il metodo ausiliare desunto 
dall'algebra non dee recare verno risparmio, perchè 
non effettuare il calcolo con le regole dell'aritmetica? 

Cosi per avere ^(68-^4374), ossia 

1/(68^27^6), ribelle al criterio, possiamo cangiarla 

£ 136-54^6 

— , e con tal ripiego troviamo la ra- 



in 

1 



A' 4-+V6 

aice — » ma sotto una forma più laboriosa 

della proposta, mentre, per indennizzarci della nuova 
fatica , avrebbe dovuto dispensarci da una notabil 
parte di quella, eh' è necessaria pel conseguimento 
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dì V (68-4-37 \/6) . Ciò non ostante, l'espressione 

— ha ottenuto da un illustre geometra V onore 

V^a 1 
della stampa. Tanto può sulla mente umana la pre- 
dilezione pei risultamenti delle proprie ricerche ! 

Nel caso che il criterio (3) non resti soddisfatto, 
purché a>o e &>o, noi preferiamo di affidar l'estra- 
zione al calcolo aritmetico, e dissentiamo dai mo- 
derni autori d'Algebra, fra' quali il P. Cossali (a), 
il cav. Pietro Paoli (b), il Dott. Tommusini (e), il 
La Croia- (d) , il Franccear (e) ec. ec. , i quali, 
limitandosi alla forinola fl-4-V/£, propongono di fare 

tu b 

e di verificare la condizione =4= cubo me* 

P ' 

diante uu adattato valore di P, perchè col nuovo 
artifizio, fondato sopra un incerto tentativo , l'espres- 
sione della radice risulta per ordinario più difficile 
della formola proposta , come succede , nelle seguenti 
espressioni esibite da diversi autori , * 



(a) Op. cil. voi. i.° p. s6o. 
(6) EUm. d'Jlg voi. i.° 

fc) Op. cìt. voi. *s $. 554. 

(d) Compierti, ec. p. 5*.-— Paris 1800. 

(e) Op. cit. voi- *.° p. io3. 
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ec. ec. ; 

espressioni , che non possiamo approvare . 

8. Per applicare la teorica esposta alla risoluzione 
di qualche equaz. particolare sia 

i.° x % — aY7.jp-- 4^3=0: risulta 

a.° jc 3 -f 6y 2.x-f2 ^52272=0: il noto metodo 
dà x=V / ( 1 6a \/ 2 -+ 1 3 2 V 7 3)=3 V^a -+ a V 3 . 

x 3 — j?j:-4- *j>V^p=o x=V^ 

X^— /?X=± - V /7=0 V— 

*r3n*-i) / „ 
x 3 — wj;h A/ =ìO. ..X= 

r 3 »»-fil * 3(»*-4?t; 

x Z—.px- -+/i>=o jc==\/(i -4-fc> ; 

T ultima delle quali comprende le tre antecedenti , 
che da essa si ricavano facendo respettivamente 
_ t i -3n\ 

I geometri sanno che l'equazioni della forma so- 
pra esposta non sono enti di pura immaginazione ma 
talvolta reali , giacché si sa per es.° che 

— 1 ax a -1- 1 2 x— 3=o 
equivale unicamente al prodotto delle due 

x*-+W òx—V'ò=o, x' 1 - 2V / 3r-+V / 3=o , 
come l'equazione jr+— S\r a -f i6r— 8=0 

al prodotto di quest'altre 
x*-+*V*.x- Wi=o , jc a — aV'a.a:-4-aV / a=ro . 




Dia _ - , . 
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Che la radice cubica binomia delle due parti coni* 
ponenti la formola fanatica spettante all' ultima del- 
l'equazioni (A) possa esattamente conseguirsi , appa- 
risce dal noto criterio am 1 -^ = cubo , che di- 
venta . 

perchè si ha 

4» 

m=$hp , a=( i -+h)[>, n=} 2 hp , b=( i -¥lì)p — , 

9. Accenniamo per incidenza che l'adequata espres- 
sione delle risolventi di una data equazione cubica 
affetta da irrazionalità numerica, può in molti casi 
conseguirsi senza procedere alla ricerca della radice 
cubica binomia . 

Sia x s — \x-k- -=o. 

Facendo x=z\y ella diviene 

r 3 - 4^4(3 -V&)=o, 
e con sostituire a per V5 , si cangia in 

si tentino per ^ i fattori /t i, 3-à ed il 

primo darà y=V*>-i : il quoziente della trasfor- 
mata in jr per jr — VS— hi essendo 

j a -f (V 5 - 1 -V 5) =o , 

si deduce V5)=fcV^Ì(3/5— 1) ; 



quindi le risolventi reali sotto adequata forma, 

*=i(\/5~i), x=i(i-V5)=±Jv/i(V5-i). 
Così per la 
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qualora si faccia x^^.y , otti'ensi 

r 3_(6o- ,o/6)jr-5c<aV/3-V/2)=o , 
e posto 

y=:zV*, V6=za, zl-Sada-^z— a5(a— i)=c>, 
cui soddisfa z—S , fattore dell' ult. termine . Dun- 
que ^=5^2 , x=V* , e divisa la proposta per 
x — V^a , si hanno le 

x=— — ^— 1=±\ — g — J » ambcd. immag." 

Prima di procedere all' estrazione delie radici 4-* 
ed n/ 5 premettiamo alcune osservazioni, alle quali 
siamo invitati dall'argomento de' cinque prec. $$., e che 
ci sembrano adattate a dar compimento alla ordina- 
ria teorica dell'equazioni cubiche. Osserviamo dunque 

r.° Che fra i 56 spartimenti della trasformata, 
ottenuta con sostituire y-+ z per x in x^-+px-+ q—o, 
riesce esclusivamente opportuno quello prescelto dal 

Tartaglia, ma che l'ipotesi x=vy— f V z da lui fatta 

non è però preferibile a quella di Hudde, il quale 

suppose x—y—\-z: la prima ipotesi comparisce oscura 

ed arbitraria, si riguarda come il risultamento di un 

tentativo, nè giova punto ad agevolare la soluzione: 

la seconda , nella sua semplicità , mentre soddisfa 

egualmente al problema , conduce ai simboli stessi 
33* 3 ì 

y(~Vt)—Va+\/b, z{-=V u)=zV a- \/ b » 

che pel metodo del Tartaglia vengono con dida- 
scalico magistero anticipali , e nel tempo medesimo 
ne manifesta V origine. Non è forse lo stesso per ri- 
spetto alle operazioni del calcolo i fare z ^u in 
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**-f^z 3 :=^rp 3 , e risolvere la u*-+qie=:^p* p€r 

3. 3. 
dedurne z=V u , che subito assumere la s=V u 

per giungere inseguito alla u^^-qw^—p^ ? 

Sembra dunque che il P. Cassali siasi lasciato 
trasportare da un soverchio amore verso gli antichi 
geometri , quando ha tentato di sostenere l' opinione 
contraria (a) . 

a°. Le risolventi di qualsivoglia eo;. cubica possono 
adequatamente rappresentarsi coi simboli 

aa, — ct-+Vp, — a— V/3, 
ove /3<o se due risolventi sieno immaginarie, |3=c ? 
ed a razionale se tutte razionali, e nel caso irre- 
duttibile et espresso con un numero decimale inde- 
finito , ovvero con una finita funzione algebrica, af- 
fetta da' soli radicali di a.* e 3.° grado , sempre 
assegnabile coi noti metodi (£). In fatti 

posto 3/3 per |3 , da, com'è noto, 

si elimini /3 e si avrà 

4a 3 -+/>«-+i^=o, 
e scrivendo J« per a , indi u per \et , 
u 3 — */>u-f<7=o, eq. identica con la proposta. 



(a) Op. cit. voi. a." p. 147. 

(6) Della penult. proposizione si ha una prova aperimeniale 
dalJa trisezione angolare. 
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Dunque ol è realmente data dalla metà della for- 
mola tarlalica esprimente la x t ed è perciò razio- 
nale se tale laaj affetta da una irrazionalità dipen- 
dente dai radicali quadratico e cubico, se la propo- 
sta non ammetta risolvente razionale ; in apparenza 
immaginaria quando la proposta abbia le risolventi 
reali. Da ciò risulta che a,|3(=:±*p — a 2 ) sono 
esprimibili nel modo sopra indicato. 

3/ Nel caso irreduttibile la forma immaginaria 
della formola tartalica è una necessaria conseguenza 
del metodo adoperato per conseguirla, perchè la nota 

equazione àk r=Ì^V^^ ed in 

questa è p ossia 

3(a a -H3>t(a*) 2 e >*(«hVs0)» , 
giacché il 2. 0 rapporto equivale a # 

3« ^-2^3/3^- |2[=(a\/3-v / /3) 2 ]>o . 

4.° In forza della sua immaginarietà la formola 
suddetta diviene atta a rappresentare le tre risolven- 
ti , poiché 

tJ+BV-* (Zi^ij (^^) — 

3 3 
e se fosse V(a~+V b)=zR y V(a-Vb)—R' ; es- 
sendo Z?, .R' due diverse quantità reali, sempre ri- 
sulterebbe 

una quantità immaginaria . 



a 7 

. 5.° La triplice formola tartalica , anche nel caso 
irreduttibile verifica la proposta: dunque ciascuna delle 
tre formole coincide con una delle tre risolventi rea- 
li, e per conseguenza le parti immaginarie della sud- 
detta formola, ridotta alla sua definitiva espressione, 
scambievolmente si elidono. La premessa di questo 

argomento si prova col fatto, deducendo 
3 3 

3 V0*» +mV-*-W(«- V- *)+ 3 V(« a * a V-*-*) V(«-f V-*)- 

\ — a« a | — ab ) 
e posto — per a, ±q*—±p* per — £, 
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Le altre due forme della formolo tartalica pro- 
ducono lo stesso risultamento, perchè avendosi 
-i=± v /-3 ». . 

«1=^/1=^,1 , qualora si ponga x=P— t <J> 

risulta 

A provar l'esattezza dell' ultime due forme suddette 
concorre V identità del prodotto yz con — \p , la 
quale vien resa evidente dal seg. prospetto 

6.° Il primo passo per risolvere una data equazione 

x^=tpx^tq^=o 
è quello di sperimentare il criterio g— p=$=-f 2 , dove 
f, g sono reciproci fattori di q: esso dimostra l'esi- 
stenza e suggerisce il valore delle risolventi razionali . 
Se il criterio suddetto non si possa verificare si os- 
serva se sia 

p>o, ovv. |^<o, e q<rj>y/\p : 
Quando /r>o, specialmente se |^ a -»-JL^3 8 j a ua 

n.° intiero, e molto più se quadrato, giova il metodo 
aritmetico , consistente nella successiva estrazione delle 
radici quadrata e cubica: quando si avverino le due 
ultime relazioni si ricorre alla trisezione, evitando la 
ricerca della radice cubica binomia , che ci ricon- 
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durrebbe come dimostrammo (à), per un circolo vi- 
zioso al putito da cui si parti • 

7. 0 È falso che il Bombelli desse l'ultimo com- 
pimento alla risoluzione dell' equaz? del 4«° gra- 
do (B) con risolvere Peq. completa, anzi la solu- 
zione di Lodovico Ferrari, perchè premise la elimi- 
nazione del a.° termine è molto più semplice, egual- 
mente completa, ed ottenuta con due diversi metodi. 

11. L'adequata espressione di y/(m-±n\/b) si 
può investigare iu due modi: 

i.° Con estrarre due volte consecutive la radice 
quadrata, deducendo per es.° 

C'(7+4\Z3)=vV(7-Uv'3)=v'(»-«V3)=v'WÌ- 
i.° Con ricavare col mezzo dell'algebra la de- 
finitiva espressione s/x-+\/y del risultamento finale, 
per lo che giova il seg. metodo, suggerito dal con- 
fronto di m-¥n\/b con (s/x^y/jr)^ : posto b per 
n*b si ha 

x 2 ~¥6yx-+y 2 =m .... 5 4O r "+ 3 0\6 r *==V / * 

Facendo \/(m*- b)i=c la i. É eq. diventa 
8/ 2 -f8t7-fc 2 =m e dà c^VlC"*"^))» cioè 

X=ì\ yj^m^s/m^b)^(im b) \ , 
jc=àl \/i(.m+>/m 1 =bW(m*--b)\ , ' 



(a) Soc. hai. Perona an. 181». 

(A) Costali — Op. cit. voi. a. 0 p. 309. 
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ma queste formole non riescono Vantaggiose se noiT 
restino soddisfatte le seg. condizioni, cioè: 
che ^(m^-y/m 2, — b) sia un quadrato ed m * — A una 
quarta potenza ; -condizioni che includono quest* altre : 

e che si verificano nelle due 

4 f 

12. Cosi da \/(m-+n\/b)—m'-*.n'\/b t si deduce 
m=ìjOn , -+-«V^^(m / -«V^) ,, | «... (i?) 

m»-^2=(m' a ^W 2 )" ed 

espressione ehe si sostituisce in (5) per avere l'equa- 
zione da cui dee trarsi un razionai valore di m'. 
Se la radice della supposta forma esiste è m 2, — bn 1 . 
una potenza del grado p , e l'equazione finale in mf 
ha per lo meno una risolvente razionale soddisfacente 
al problema . 

I moderni algebristi hanno preferito di partire 
dall' ipotesi 

p p 
\J{m+n\Jb)-=dtm'-+\/y)\jP , 

dove può essere m'~\Jx se p—*q } e si suppone 
P un nupero indeterminato, tale che renda 
un'esatta potenzi p." , ma quest'artifizio, da cui ri- 
sulta x—y ~h\ — ~ , se non sia v 7 (m — bn J ')=^ 



Di 
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ad un numero razionale k, nel qual caso vuoisi 
dare a P uno dei valori 

riesce quasi sempre svantaggioso, o perchè la finale 
equazione in x trovasi disacconcia, o perchè la for- 
ma del risultamento richiede un calcolo più" laborioso 
di quello con cui sì procede alla immediata valuta- 

P 

zione di \J '(m-rnsj b") . 

Se per es.°, vogliasi ^04->-8y/3) , ove ' 
« r4 a — 3.8 3 =i96— 192=4» 
si può istituire Teq. : ' . > 1 ■ 

i4-i-8\/3==^(V r ^-+v(ry f » per dedurne 

Ìi4z=iP(x' 2 -+6xy->-jr 2 ') .......... (C) 
WZ=P(x->?W*7> ' ossia 

quindi 4(=a a — £)=P 2 (x-jr)* • P er soddisfare alla 

condizione V( — — X^* PV nUm * raZI0 " 

naie, sembra convenire l'ipotesi P=a, dalla quale 
deriva fc=i , J=*— » > l*eq. (C) diventa jc 2 — x=j* 
e dà jr= — J : perciò y~ — e la radice corapa- 
lisce sotto la forma inammissibile 

w-i-i-v-iw*. ; 

Se facciasi P=y(m»— *n s ) 4+ '=3i si trova 
*=±; dall' eq. (C) che diviene jc 1 — ix=j| risulla 

^nV(£=H&>-ti quindi e 



V(i4^8 v /3)=(s/.i-t-Vi)v / 3». 

espressione molto più incomoda della formola pro- 
posta. 

Pongasi finalmente P=V =§, onde 
Ar=4; l'eq, ((7) si riduce alla * a -4,-*= ia > ed essendo 

si conseguisce 

^(m^/iv/*)=(/^V>)V / P=(V6-hV / 2)V'j . 

Siccome anche questa espressione troppo è malage- 
vole bisogna rivolgersi ai tentativi, e supporre per 
ea. # P=2, ipotesi che somministra 

.V* j^z*Vt6(=k)=*. Duuqut 

at*— 2x=3 , jc=3, jrz=i , 
« con notabile disavvantaggio 

Or se tal* è il risulta mento di un tentativo felicemente 
riuscito, che si potrà sperare nella massima parte 
de' casi ch'escludono un adattato valore di Pi Ep- 
pure il P. Cossali, imitato dai susseguenti autori di 
Algebra, trattando della radice cnbica non ha diffi- 
coltà di dichiararsi favorevole all'esposto metodo, e 
semplicemente soggiunge: trattasi dunque di pren- 

«a , m*-bn* 
dere per P una quantità tale, che 

divenga cubo , il che sempre è possibile , poiché 
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quando altra quantità minore non si trovasse a 

ciò acconcia , lo sarà P 2 ~ , * _ ( a ) . 

(a*-b) 

Per estrarre le radici 6/ ed 8." giova proporsi 

di trovare yV ne l caso, e vV\/ nel 2.°; e se 
i noti crilerj sieno soddisfatti la ricerca non è dif- 
ficile, ma la verificazione de' criteri ben di rado suc- 
cede. Per fare un'applicazione del metodo generale 
esposto nel 5- 12 ci proponiamo la ricerca di 

^(36 2 -4.2o 9V /3) , 
per cui Teq. (Z?) si cangia in 

%m tò H-2o&rc'V 3 -+io& V V= 7 *4 , 

ossia m /5 H-3o,» / V 3 -+45* / V:=362 (D) 

Siccome m a =i3io44, £n 2 =i3io43, si ha 

l'eq. (D) si riduce a 

m! 5 h- i o(m' a - i ) m ' 3 -f S(m' % - am' % i )m'=36 2 
ossia i6m' — 2om / -f5m':=:362 , cui soddisfa m'=2 : 

Vm'*— i 
— 3 — =i e la radice ri- 
chiesta è 2+-V'3 . 

Questa semplicissima forma mostra quanto poco 
sieno jftvorevoli le due 



(«•) Op. cit. voi. i.° p. »6o. 
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V16 V9 
rinvenute e proposte dal Dott. Tommasini (a). 

• * 

ARTICOLO IO. 

Discussione teorico- pratica del significato 
competente alle quantità negative, 

i3. Sino dal dodicesimo secolo dell' era nostra 
si è fatto uso dagli algebristi italiani del segno — , 
non solo come segno di sottrazione, ma come sim- 
bolo eziandio di quantità prese in senso contrario, se 
riferivasi ad unità numeriche spettanti al possedimen- 
to, e di linee rette volte in contraria parte se si 
trattasse di cose geometriche, e tutti si erano abi- 
tuali a tali concetti, incompleti ma non falsi, quando 
una più matura esperienza fece conoscere, che un 
elemento di una data figura o di un dato sistema 
simbolico diventava generalmente negativo, anche nella 
particolar circostanza , in cui una regolare trasforma- 
zione l'obbligasse a passare per lo zero o per l'infi- 
nito; come allorché in m—n si verifica un successivo 
aumento di n , supposta in origine <Lm , finché ne 
divenga maggiore $ e come succede ad una sottan- 
gente, la quale toccato l'infinito da una parte, subito 
passa dalla parte opposta . Pareva che per uni com- 



— — — — — — — — — 

(a) Op. cit. voi. p. 189 e 190. 



piuta nozione delle quantità negative solo si deside- 
rasse uno scelto numero di applicazioni, quando alcuni 
geometri, fra' quali il D'Alembert ed il Camot , 
vaghi di metriche sottigliezze, talmente ne offusca- 
rono il significato, che molto è divenuto difficile ai 
giovani geometri il concepirlo in ogni caso con la do- 
vuta esattezza : 

Le questioni seguenti: se — <z<o; se una retta 
— a sempre si debba prendere in senso contrario: 
come sussista la proporzione i : — i* l — l : I j perchè 
V — a. non possa conseguirsi: che significhino le ri- 
solventi negative, ed altre di simil genere, imbaraz- 
zarono alcuni de' primi analisti: il Cardano per es.° 
aggiunse un nuovo errore sostenendo che — X — 
dia -j il WaUis, il Wolfio il D'Alembert si 
smarrirono in un laberinto di assurdità e contradi- 
zioni da loro stessi immaginale (a) , e Io stesso 
Camot, che profuse, tanto lume d'ingegno nella sua 
Geometria di Posizione ( Parigi i8o3 ), aggiunse 
al nostro argomento , già divenuto al suo tempo , 
com' ei si espresse, un soggetto ben delicato, nuove 
e sopraffine difficoltà, che adesso richiedono una spe- 
ciale confutazione , 



(a) Veggasi Costali — Op. cit. voi. §,* p. 3 so. - Carnot - Op. 
cit.-Prcfaz. p. IV e seg. D' Àlemb. Opusc. Malem. voi. 8. 

Lo stesso Carnot disse del D'Alembert ( liiog. cit.) che 
il se home a quelques cxplications particulicres dans un 
seni peu dijférent de La thèoiie menu <juil vieni de renverser. 
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i |. Ad effetto di spiegarci con la dovuta preci- 
sione intraprendiamo la discussione dell'argomento dai 
suoi principi . Una quantità negativa — a è assurda 
in astratto perchè equivale a o— a , ma il simbolo 
— a<o , siccome vuoisi riferire al senso concreto , 
punto non ripugna, significando che l'elemento a vuoisi 
considerare nello stato inverso , come un cammino 
fatto in senso opposto allo scopo, come la perdita di 
un capitale in confronto dell'acquisto di altrettanto. 
Per questa ragione i primi geometri, cominciando dal 
P. Paccioli, giudicarono il suddetto simbolo acconcio 
ed opportuno . Sicuti in algebra ubi quantitates af- 
firmativae evanescunt et desinunt , ibi negativae 
incipiunt ....(*) , quindi il noto simbolo — a<o 
(Newt. Aritm. Univ.'): Impossibile est ut ulla ma- 
gnitudo sit minus quam nihil , nec tamen est ea 
supposi ti o aut inutilis aut absurda, modo recte in- 
telligatur (**) ed al Wallis accordasi V Eulero nella 
Introd. all'inai. Infiniti (lib. a.° num. 3.°). 

x5. Passando a considerare le quantità negative 
risultanti da legittime operazioni, noi opiniamo che 
abbiano un signiOcato reale, quando sieno suscettive 
d' inversione , come cos. (£ t— a) , che passa per lo 
zero quando a svanisce, e diventa =}= — sen. a tosto 
che a rinasce positiva . L' identità 

cos. (ÌT— f-a)=4=— sen. a , 
riputata falsa dal Carnot , ci sembra doppiamente 



{*) Newton — Oplica - fjuacst. 3i. 

[*•) Wallis - Op. Matliem. voi. a.° p. »U6. 
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vera, perchè si riuniscono a giustificarla e Y inversione 
e la sottrazione, giacché se venga dimandato qual 
arco debbe aggiungersi a 95. 0 affinchè formi un qua- 
drante , ognun vede che all'addizione si dee sosti- 
tuire la sottrazione dell'arco, per cui 75. 0 supera Jt. 

Si dice che il simbolo assurdo — a serve a cor- 
reggere un'errore commesso; noi diciamo che serve 
ad evitarlo. 

16. Prima di procedere a stabilire i principali 
punti dell'attuale argomento, ci convien discutere le 
ragioni che sono state addotte contro il sentimento 
da noi sostenuto. 

Argom. i.° del D i 'Alembert : 
Se nella proporzione 1: — lT T — > 1 fosse — -Ko 
sarebbe il a.° termine minor del ed il 4'° mi ~ 
nor di — X, cioè i> e 1 . Dunque è falso 
che sia — 1 *<o . 

Rispondiamo che Y addotta proporzione ha un 
doppio difetto: i.° di considerare la ragione fra due 
quantità eterogenee, una reale, l'altra assurda, giac- 
ché tal' è —1 considerato in astratto: 2. 0 d'includere 
la indebita combinazione della ragione di qualità con 
quella di quantità. 

Argom. 2. 0 del Camot (Prefaz. p. IX.): 

Se -+a e —a fossero reali perche V—a non 
sarebbe reale come V'-±al 

Perchè l'estrazione della radice si riferisce alla 
quantità, ed il Carnot considera in — a anche la 
qualità, la cui radice non può esistere. 
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Argom 3.° del sudd. ( p. IX ) : 

Abbiamo diritto di trascurare, le quantità nulle 
in confronto di quelle che non sono tali: dunque 
molto più V abbiamo di trascurare le negative come 
minori del nulla : 

Si risponde che le quantità di cui si tratta ri- 
guardami come minori dello zero, perchè più dello 
zero diminuiscono una quantità positiva a cui si uni- 
scano, avendosi 

— o-nna*^ — a+ma , 
e che — a<Lo è una compendiosa maniera d'espri- 
mersi per nulla pregiudizievole al calcolo . 11 valor 
numerico di a restando lo stesso , il segno — le 
aggiunge una qualità relativa che influisce nel risul- 
tamento finale , diminuendolo più che non farebbe 
la giunta dello zero. 
Argom. 4»° 

Se —a fosse reale dovrebb' esser tale anche 

V— a. Rispondiamo come all'argomento i.° 
Argom. 5.° 

*Se .r, x sieno due ascisse centrali eguali ed 
opposte, sicché — x', risulta jc4t'=o, cioè 
la somma di due quantità positive =o. 

Rispondiamo che il segno — si riferisce allo stato 
inverso dalla a/, altrimenti risulterebbe x — x f oss. 
o=-ar'. 

È da notarsi poi che le quantità negative prese 
in senso coutrario . delle positive costituiscono una 
classe di quantità inverse, non tutte le quantità di 
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questa natura, molte delle quali punto non sono con- 
trarie alle dirette, come le Kfl, E! IT nel seg. pro- 
blema . 

Datala corda cu coir BC^a, AF~c (F." 4.') 
normale sul punto medio della BC, tirare una seg." 
AK tale, che risulti HK=.b . 
Facendo AH—x si ha 

bx[=BH. CH— (BF-+Ffl)(BF—FH')]=i 

• ed x=— i(b+zV4c»-4.b*-*a*) : 

valori il 2. 0 de' quali è ammissibile perchè inverso in 
confronto del U° Esso in fatti si ottiene con mutare il 
segno di b, che diminuisce nell* accostarsi al punto c 
dove svanisce, per rinascere al di sopra, ed egual- 
mente si conseguisce con supporre AH'=:x, poiché 
ne deriva x 

bx—Bir-^ CIl'^Vx *- c*-+ J a) ( Vx a - c * — la) , 

ed x=i(b-=k Vfa*-+b*-±a*) . 

Apparisce di qui che le rette HK t K'W sono ben 
lontane dall' esser contrarie, quantunque la formola 
della i." sia positiva e quella della a.* negativa. 

Facendo FH=x si ottengono quattro soluzioni , 
cioè due valori di FH alla destra e due alla sinistra, 
ma ciò succede perchè la FH diviene inversa in F. 
Argom. 6.° del D'Alembert . 

Se da un punto M dato fuori di un circolo 
noto di grandezza e di posizione si vuol condurre 
una segante in modo , che la sua parte interna 
ED (F. a prec.) risulti =c , facendo MJY=a , 
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MO=b, ME=x, M)diam., si ha x(x-+c)=ab 

ed x= — ^(c^zVc^¥^ah) , e sembra che la a." ri- 
solvente appartenga, quantunque negativa, alla in- 
tiera segante MD , poiché facendo MD=x si 

trova x(x—c)—ab ed x=\(cz±\/ c^-^fab) , cioè 



la risolvente positiva identica con quella die dianzi 
era negativa . Dunque le risolventi positiva e ne- 
gativa in questo caso procedono nella stessa dire- 
zione , ed è falsa la regola che le risolventi ne- 
gative si debban prendere in senso contrario alle 
positive . 

Rispondiamo che il valore di ME, necessariamente 
unico, dipende da un' eq. del i.° grado: che se, per 
difetto del metodo, o per una imperfezione de' mezzi 
analitici, ella è risultata del a.° grado, una delle ri- 
solventi debb' essere assurda o superflua, e tale con- 
vien riguardare la negativa: i.° perchè l'altra soddisfa 
alle condizioni e resta verificata dalla costruzione : 
2. 0 perche una quantità negativa assoluta, il cui se- 
gno non possa attribuirsi ad un elemento inverso, è 
assurda. Nò giova il dire il parait che la risolvente 
negativa rappresenti la segante intiera, perchè il 
problema non presenta alcun vestigio di elementi in- 
versi, ed il fare MD—x equivale a cangiare c in 
— c nell'eq. a(.r-+c)=a&, senza essere a ciò auto- 
rizzati dalla inversione di c. Nell'uno e nell'altro 
caso la a." risolvente è superflua , ed è falso che la a.' 
nel l* caso rappresenti la prima nel a.°, poiché que- 
sta subito derivasi dalla prima nel i.° caso sol ch'ella 
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sì aumenti di c. Concediamo poi la conclusione,. cioè 
che il prendere le risolventi negative in senso con- 
trario delle positive porti al falso, giacché la dire- 
zione contraria altro non è che un fortuito caso par- 
ticolare d' inversione . 

1*7. L'argomenta prec. avendoci chiamati a con- 
siderare le risolventi negative, ragion vuole che pro- 
cediamo a stabilire i principali punti della teorica 
che le riguarda,* diciamo pertanto: 

i.° Che una risolvente negativa è talvolta 
inetta o superflua, come la 2." della forinola 

x=ib : =±V(a 2 1 — uà cos. S) 
che serve al problema: Dati nella circonferenza di 
un circolo i punti A, B, trovare in essa un punto 
AH 

H tale, che "jjjj sia —a , poiché facendo 

AB—b , AHB=b, BH~x risulta 

3 2 =a a a' a -Kr 2 -~ nax cos. 0 
(la fig.' si concepisce subito), e per avere la 2. a so- 
luzione fa d'uopo cangiar l'ipotesi, cioè supporre il 
punto richiesto nell'arco AKB(~ht- ar.AB), per es.° 
in K, per lo che convicn mutare il segno di cos. 0 . 

La imperfezione della forinola nasce da quella del 
metodo, fondato sopra un'ipotesi incompleta. Dicasi 

HBA=zx e l'equazione a sen. sen. (x-*-0) , avver- 
tendo che in K è ^^B=i8o.°— 0 , darà le due 
soluzioni cioè 

art cos. 0 

cot. 7 — . 

sen. 9 
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. 2.° Che può riferirsi al caso in cui almeno 
un elemento sìa divenuto inverso, come nel probi, 
dell' argom. 5.°, e come succede nel seg. . 

Un numero x di persone convengono di pagare 
insieme a scudi per una impresa comune; prima 
di cominciarla si aggiungono alla loro società o 
se ne ritirano c persone, e si sa che ne' spet- 
tivi casi la spesa di ciascheduno resta diminuita o 
accresciuta di h scudi. Si cerca x. 

L'eq. è -^b=z~ , cioè * a =±cJ«*~ « 
x x=±c b 



perciò xs=spj(c=±Y C*=fc™) , 

la risolvente negativa pel i.° caso diviene la positiva 
pel a. 0 , ed é ammissibile perchè corrisponde allo 
stato inverso dell' elemento c. Ciò per altro signi- 
fica clic si è cangiata una condizione, come nel probi, 
del presente $. ( num. si cangiò l'ipotesi. 

3.° Che può rappresentare una retta situata 
in direzione contraria, come succede nella soluzione 
di molti problemi ben noti . 

18. Diamo compimento alla presente discussione 
con esibire la compiuta soluzione di due problemi, 
che ci sembrano in modo particolare adattati a mo- 
strare, come dalP inversione dipenda il geometrico 
sito degli elementi che ne costituiscono le soluzioni. 

Probi. Dato di grandezza il circolo AEBD 
il cui centro C, (F.* 5 e 6), nella sua circonfe- 
renza il punto A, e dato di grandezza e di po- 
sizione per rispetto al prec. circolo, il circolo aehd 
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il cui centro c, si dimanda un terzo circolo AFQO 
die tocclù dovunque il secondo, e tocclii il primo 
nel punto A. 

Soli». 0 * Tre sono le ipotesi che possono farsi , 
cioè che uno de' circoli dati sia compreso nelP altro, 
che s'intersechino o sieno tra loro distanti, ed una 
stessa equazione del i.° grado soddisfa a tutte. 

Sia C il centro del circolo richiesto AFQO, 
r il raggio AC del dato circolo AEBD, / il rag- 
gio ce(~c V) del circolo aebd . La tangente Ay ti- 
rata nel punto A dovendo essere normale al raggio 
CA ed a quello del circolo AFQO , bisogna che 
C f sia sulla retta ACx nota di posizione e che pren- 
diamo per Tasse delle ascisse. Avendosi le coordi- 
nate AP , cP si conosce la retta cC\==a) : posto 

AC'=zx si ha C'C—r-x, C'c(=C'e-ce)=x-r' 

A 

e dal trigono cC f C, facendo cCC'^Jb, angolo noto 
nel trigono cPC, si deduce 

(x- r'y=a*+(r-xy=±2a(r-x) cos. 0 , 



a 4 -4-r 2 — r' 2 =±var cos. 9 



quindi x-=: - ; — (i), 

a(r r :pacos. o) J 

, a-±2rcos.Q f a \ 

r=r, x= -—4=1 à -+rj. 

. +=2cos. \acos.6 / 



e se 



Il circolo richiesto può essere Afe'g il cui centro 
C" ; allora il trigono cC tf C somministra 

(x-+r*)*zna*-+(r— x)*z±2a(r- x)cos.fl , 

da cui la stessa formola (i) ove si cangi il segno 
di r* . 
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Per soddisfare ad ambedue le ipotesi basta dun- 
que scrivere ^r' nel denominatore della suddetta for- 
inola . 

Quando' la circonferenza di uno de' circoli dati 
guarda la convessità dell' altra, come nella F." 7 si ha 

(x-+r')=za*-+(x-t r) 2 — 2a(x-4-r) coi. 6 

_ a a -4-r 2 — rr' a — 2acos.0 

ed 0:=: tj (2} 

2(r—r -ha cos. 9) v ' 

espressione compresa nella formola (1). 

II circolo che dà la a.* soluzione ha il centro 
in C", e l'equaz. del probi, è (cC") % ossia 

r 7 ) 2 ^ 2 -* (*-+r) 2 — 2<aM- r) cos. fl 



.2 

, • • 1 a 2 H-r» — r — 2acos. 9 

da cui risulta 



2(acos.6— r— r 7 ) 
Si vedrà che la formola (2) soddisfa anche all'ipot. 
espressa con la Fig.* 6, e che le differenze della 
formola esprimente x dipendono tutte da un'accidente 
estrinseco al problema , cioè che alcuno o lutti gli 
elementi r, r', x passino dallo stato diretto all'in- 
verso. Il centro C' si trova con una semplice co- 
struzione. Presa Ap=cc (Fig. a 5.) risulta 

j>C'=AC—Ap^Ce-ce=zCc , 
ed il trigono pCc essendo isoscele, la perpendicolare 
C'h sulla metà della pc incontra l'asse Ax nel 
punto richiesto. 

19. Probi. È dato di grandezza il circolo AEBF 
(Fig/ 8.), un punto D in un suo diametro AB 
e V angolo ù della corda EDF con AB, e si di- 
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manda: i.° U circolo che tocca ED, DB e l'arco 
lì HE: a. 0 la locale de' centri di tutti i circoli 
soddisfacenti alla condizione assegnata , per tutti i 
valori di 0 . Soluz. ne II centro del circolo richiesto 

MHKS dee trovarsi sulla DL che bipartisce EDB, 
e supposto ff, M y S il triplice contatto, trattasi di 
trovare il punto G ed il raggio GM . 
Sia CH(=CB)^r, CM(=sGP)=*X, GM(=:PC)=:y 
e si avrà 

G*— 7)*=* 2 -»-r 2 > cioè x a =rr a — arjr . . . . (i): 
condotta la CR parallela alla DL, in D s 1 innalzi 
la perpendicolare sino alla CR in K t sia CD=c 
ed essendo 

DK(==GTy=ic» tan. (£t — che diciamo <?.A , 
risulterà y=^hx — he eq. della Z)£: questa combinata 
con ^ 2 =r a . — x' 2 , eq. del circolo dato , sommini- 
stra x ossia 

è dunque nota la IN", ordinata del punto I ove la 
ÉL incontra la circonferenza . Ma 

DN(=a) : : DM(=x—c) : G M=-(x—c) (=y) : 

a 

e questa espressione sostituita nelPeq. (i) dà 

brz±s/*abcr-+(a*-+b*)r*) (a) 

dunque y=ec . 

La locale richiesta è la parabola AQGB , la cui 
eq. x 2 =2r(^r — jr) 9 dove si fa Jr— ^=s*j Tasse è 
QCf, il vertice il parametro ACB. Si noti clic 
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il centro G può trovarsi in ciascuno de' quattro an- 
goli della EDF con AB : che si trasferisce in BDF 
con dare il segno — alla IJY(=zb): che passa in 

ADE cangiando il segno di a e di c: che un si- 
mile cangiamento per rispetto ad a, b, c serve per 

A. 

situarlo in ADF: che in conseguenza, per la com- 
plete soluzione bastano le forinole 

l^br=kV=±*abcr^(a*-+b J ')r*} , 

ARTICOLO IV. 

Saggio di alcune investigazioni tendenti 
a promuovere il Calcolo Sublime. 

Due sono e molto importanti i servigi , che il 
Calcolo Sublime al presente aspetta da' geometri, cioè 
una ulteriore estensione di alcune teorie , il raffina- 
mento e la rettificazione di alcuni metodi . 

Ecco un nuovo saggio dementativi da noi fatti 
per questo duplice oggetto. 

I. Si dimandano acconte formale per esprimere 
la differenza finita di 

or. sen.y, ar. cos.y , ar.tan.jr ec. 

Sia ar. sen.y=2x e però 

y— sen. x , Jy=£ sen. |/i cos. * h) : 
pongasi [li ossia ^x per sen. §/t , il che può farsi, 
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salva P esattezza delle prime sette decimali, se h sia 
di pochissimi minuti (*)$ si richiami la formola 

sen. sen. x=:sen. (x-f h) 
(Scien. del Cale. Subì. voi. i.- p. ai) equivalente a 

sen. x-+£ sen. as=a sen. , 
e deducendone 
sen.(x-+^.ji)=seu.a:-+2^.sen;j:=r-+-y.J> si avrà 
rè.r rly 

^ X -cos.U^èa-^Vtr a - sen. 2 (*+U*)] 
r£y 

Cosi ar cos. jf=x dà 

^=cos.x, -8en.ìAsen.(af-fiA), 



e 



sen. 



« ogni il- 

sen. A oppure /» ossia f^C=CO$. X CO*» (o:-hA)o./= 

*r = 

v /(i^tan.*ji)V'[iH-tan.*(x-+ZO] 
. 

e nello stesso modo 

£ar.cot.j=— J.ar. tan.j= ec. 



(*) Il cav. C^no/t (Trigon.» 5. %5 9 , ediz. ammise po- 
terai ciò fare senza scrupolo purché h non >i." 
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Per V ar. &e%.y=zx , cui corrisponde 

jr=zseg.x= , è 

cos.a: 

tv * r * r» sen/jf-f-^A) 

#.y=$. =ar.sen.^. - v o \ Ma 

cos.# cos. 2 jc 

Dunque 

sen. i/ J .-Zl_ V /[Cr-4. i^)»- r»] , 
e cangiando sen.|A in J/<=^.x) , 

Con un simile artifizio trovasi 

$.ar. coseg./=— £ar. seg.y , 

e tutte le prec. espressioni, mentre servono al con- 
seguimento di quel grado di approssimazione che 
negli ordinarj bisogni del calcolo suol desiderarsi , 
hanno il vantaggio di somministrare le corrispondenti 
adequate forinole che si richiedono pel calcolo dif- 
ferenziale, sol che le è.x, ì.jr vi si concepiscano 
infinitesime od evanescenti . Noi , per soddisfare chi 
gradisca veder confermata con li sperimenti la prima 
dell' enunciate proposizioni , soggiungiamo due appli- 
cazioni della i. a forinola. 
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Es.° i.° Sia ar=i4.°, /i=V e però 
o, 2424864 (=sen. 1 4«°2') 
—0,2419219 (=sen. i4.°): 

=o,ooo5645 (=J.sen..r) 

0,2422041 (=sen. i4-°i0 
— 0,2419219 (=sen. i4.°) 

=0,0002822 (=§J.y=j£sen.a:), 
numero le cui prime sette cifre coincidono con 
£.0, ooo5645 (=££sen. x) : 

il che basta per giustificare la sostituzione di 
sen.x-4- }J. sen. x(—y-¥ JJ^) tn vece di sen. (x-+ ( 
Es.° 2. 0 Fatta la più svantaggiosa ipotesi , cioè 
che sia/i=6o', abbiasi ar.sen.7(=:r)=24. 0 , onde 

y=o , 4067366 , 

^[=sen.(24. c 6o / )~sen.24.°]=:o,oi588i7, e pero 

o, 4067366-*- 
o , 0079408 



1 

=0, 4146774 
(.r-+"^.j) 2 =(o, 4»46774) a =o, 1 7195734607076, 
V\i- Cr-+ ì^r) 2 [=V° » 82804265392924=0, 90996S4 • 

Duuque 

*r _ °' 0l588l 7_ 0 4 5j 
V[i-Cr+^) X J 0,9099684 

come dalla tavola degli archi circolari in parti del 
raggio. 
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II. Si dimanda un semplice metodo generale, 
che porga il completo integrale della equazione 

w^-iVr^a • • • -*iP)r*=Xt 

dove -X" della forma 

Ah -+Ak....-+A k H-a-fd'o?. -fa x , 

1 9 

jr 

ovvero della forma algebrica razionale -r— * risultan- 

(px 

te dall' addizione di più razionali funzioni d' x in- 
tiere o fratte . Pongasi 

y =c.u x -f A*%A'** . . . A ( V . . . -+* C "V , 

x ' l q 

e fatta la sostituzione si avrà 

&'(x-*n)H-i''(*-+ »)« -tJPV+»)" 

a-va x. . ..a jc ; 
e per determinare ti, A, A'. ..A Cv) , 5' , .. . & C "° , 

u -*p'u -+p r u .... -+p =0 .... (i; 

da cui u:=#j, =# 2 , ...=#„ r 
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A = 



A' = 



6' H .a n i"-+3n !! A / "...-+i nn ~- , 6 ( " > 

^'[4'-M( n - 1)6" . . . H-m^-O"-'^" 0 ] _,. 

. . . -+m(>»- a)"" ' 6 (m) J . . . -+/■ V -a' 
4"-i-3«y"-f 6/» 2 6'". . . -t-Xm-i»"" 2 ^ -v 
p'[i"-,-3>-,)5'"...H. ImCm-iXn-ir-'i^J -+ 
/'[6"^3( n - a >'"...- 4 .l m(m - .Xn-a)"- 2 *^...^ 

/Vw, ... ; yy. . . Vb =« c 

Le costanti arbitrarie s'introducono con sostituire 

giacché quest'aggregato, egualmente che ciascun suo 
termine e qualunque loro numero, verifica l'eq. (i). 



00 



(a) 



5a 

Per agevolare l'applicazione dell'esposto metodo, 
o per viemeglio apprezzarne l'opportunità giovano le 
seg. osservazioni: 

■ 

i.° Che quando abbiasi i . . . -+-p (n) =o , nel 

0*0 

qual caso il coefficiente b rimane indeterminato, il 
grado della proposta eq. si può deprimere di una 
unità, e la depressa può tratursi col metodo prece- 
dente. In fatti se si sostituisce. 

j . 1 , S . . . {ti i)n n 

^-+(#1— 0V-+ÌC»— OC»— V • • P er fa-i 

jrM-y per jr lt 

ottiensi una trasformata della forma 

e da essa 

ay-¥b$.y . . . -+$ n ~ 1 y=7.X-\ c' . 

Per es.° l'eq. 

y — 3j -fay =g X , 
x-f-a x-Hi x 

che altri ha meno felicemente integrata, si cangia in 
t*jr—}#=Qx , da cui x-fc,) , 

e però si tratta d'integrare la ridotta 

r i - »r==£(* a - ) . 

L' operazione , pnrchè all' integr, ipot. M aggiungasi il 

term. £ (m+I) ..z m *" 1 , si rende più spedita, se nella 
trasformata si sopprimano i termini che debbono sva- 
nire in forza della identità 

1 -±p , -¥p" . . . -j-£> C/0 =J=o . 



Di^itizec^y Googlf! 
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Se per es.° abbiasi 

r — j/r -*-p"y sm-W* , 



essendo p rr ~p* — i > ottiensi la trasformata 
da questa risulta 



e V eq. ausiliare dà 

u=§/=t\/[^f? ,a — f>'-4- i]=i , ovv. — ^— I : quindi 



integrale completo, al cui difetto, quando p'==— a, 
essendo come sopra i-4-//-h-//'«=H) , si supplisce 

con sostituire alla proposta la sua equivalente 

< 

X 

Se per es.° p'=-+3 e p"=a, le risolventi del- 
l' eq. ausiliare sono u,=i , U2= a » « trova 

e supponendo che la proposta sia 

ove a=o, fl'=9, a"=zo, si consegue speditamente 

bastano le ipotesi 

p'=o, p' f ~—\ , a=i , a'=o, a"=:o 



i 
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per avere l'integrale della cq. j —jr =i sotto 

X-|-S X 

la favorevole forma 

x 

In questa sorta di equazioni , ed in tutte quelle , la 
cui ausiliare abbia una risolvente =i , il termine b y 
che resta indeterminato, diventa inutile perchè com- 
preso iu o t {i)(^c^, 

a.° Che se abbiasi JT=o basta fare r =ic.u , 

X ' 

ed assumere, com'è noto, 




si suppone 



X X / x M,* 

r =c.u -+M — l-À * ...-+À k , 

* x ? 1 I q 

e col mezzo dell' eq. 1 (i), (a) si consegue 

xx x Ak* 
y r= ca -fc /; .a ...-fe M -4- — r- 



X 

• • • 



Cosi per la y — Ay -vy *+6y —6 
r ^x-l-3 V x-fs ^x-f-i J x 

«» ha li 3 - 4« a -+"-*-6=o, 

le cui risolv." «,=:— i, « 3 =3: poscia 

63-46^6^6^84 



_ *- 
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Resta cosi ridotto a più semplice e compiuta forma 
il metodo che pubblicammo (Cale. Subì. voi. i.* 
$. 35 ) . Ne abbiamo tralasciate le applicazioni alle 
cinque equazioni seguenti : 

* x-f I * 

r =a-+a'x-±a"x* , 

y t —3y , -±*y =;( inog. cu.). 

X-f * X-f I " X * ' 

Quando il 2.* membro della proposta eq. abbia la 

x 

forma sopra indicata (p. 5o, num.° II lin. 6\), 

x 

basta fare r =u cr.w perebè abbiasi 1' eq. ausiliare 
x x * 

Vp'u -f //'u .... -ty? 



N 

ed una ridotta in w dell'ordine (n— i)"' , che si 

x 

tratta nella stessa guisa (Scien. del Cale. §. 37). Cosi 
la formola finale altro non richiede che la sommatoria 
integrazione di una frazionaria funzione d'or, ed a 
questo problema abbiamo procurato di soddisfare negli 
Atti di questa B. Accad. (voi. V. pag. 3i3 e seg.). 
Tutti sanno che il Lagrangìa fu il primo a dare 
(Accad. di Beri. an. 1 7^5 ) , una generale solu- 
zione del problema da noi consideralo ; ma non 
tutti avranno in pratica sperimentata l'eccessiva dif- 
ficoltà del suo ingegnosissimo metodo. Basti il dire 
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che il Sig. Lacroix nel suo corso di Cale. Sublime 
(voi; 3. in 4*°) s * è limitato a darne un saggio 
(voi. 3.° $. 973 e seg. - ediz. 1.*, e voi. 3.° §. i<>44 
e seg. -ediz. a.*), e che ha evitato di farne qua- 
lunqùe siasi applicazione : che il Sig. Garnier ( Cale. 
Integr. ediz. 3." pag. 545 e seg. ) ed altri si sono 
astenuti dal riprodurlo. 

Resta da vedersi se il metodo accennato dai be- 
nemeriti PP. Canovai e del Ricco delle Se Pie (*), 
ampiamente esposto e giudiziosamente applicato dal 
citato Sig. Garnier (Op. cit. lnog. cit.), riprodotto 
in iscorcio anche dal P. Inghirami nelle Lezioni 
dell' Abb. Marie (Firenze ), possa sostenere 

il confronto di quello da noi proposto, ed a questo 
effetto brevemente ne ripetiamo l'esposizione, appli- 
candolo a due equazioni generiche: 

Data l'eq. $. ì y-+a$.y-+by=iX 
pongasi $yz=t, si aggiunga ftO-J—t) alla 
$t-rat-±hy—X onde <h-+ (a— j3)f-f $k.y-+by~X: 
facciasi * S.t-*ftò.y=2,$s t ipotesi che dà s=/3y-f£, 
indi- si supponga . ■ 

(a—fl)t-±by~msz=zfimy -4 mt . 
Risulta b=z(òm , a — Q—m , (3=fl — m: poi 
b(==fZm=fa — m)m)—am — m a , ossia 

m a —tfm-4-£=o (0 

d'onde m=zm' , z=m" ; P^a-m' , $"^a-m" . 



1 1 

(*) Nelle prime editionì degli Elem. di Matem. dell' Abb. 
Marie . 
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La ridotta della proposta essendo 

si ha . 5=<i~m) r (tr- J 4cV 

• (i-m) 7 

espressione* il cui doppio valore, corrispondente ai 
due m', m" di m, s' indichi per /, 5", ed eli-» 
minando t dalle due /=/3'/-K , f"=j3'>H I si 
avrà r= ec. 

Passando all' eq. 

<L 3 y-i-aà. % y -v bì.y-+cy~X . . , 

sia <S.j=tf , £f=u : le due |6(£r-/)=o, ^.Mt)=o 
si aggiungano alla ^.a— faa cy=JT e si avrà 

J:u-+^.«-f]3J. > /-+(a— y)u-r(i— (ò')t-+cyz=X: 
adesso pongasi 

Au-j-7^r-+/3-V=^ d'onde u-+yt-*-pjr=s : 
ed (a— 7)u-+-(£— (ò]t-+cy=ms=zm( t uyt-+(òy) , 

e siccome dal confronto de' termini risulta - 

e=j3m , b—(ò=ym. a - y~m , e però 
y=<z_m, fi=b-(a-m)m, c(=j3m)==&/7i-(tf--"0"** 

si ha 1' cq. m 3 — am 2 -+bm — c—O . . . ... (3) 

Dai volori m—m, =m", =sm"' deducasi 

ss/3", =0"'j 7=7% =*7"> =7"' y 
s=J, =/', =*"', 

dove s è l'integrale della £.s-+ms=:X: 
dall' eq. 5 
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ti elimini f ed u e si otterrà 

(/'-/X'"'-'' HC/VX'//-',) ' (n 
^(.y"-rXP-P')+{r"-r'W"-P) w 

Senza inoltrarci ad eq. s di un'ordine più elevato sin 
d'ora si vede quanto l'esposto metodo sia prolisso 
e laborioso. Non ostante, affinchè meglio se ne ap- 
prenda la difficoltà vogliamo applicarlo all'eq. 

prontamente da noi sopra integrata. Ecco il calcolo 
necessario : Abbiamo 

y-+$.y-+6j—6 x » ossia 

a=— i , &=~4> c— 4 , m 3 -fw a - 4 m — 4=° » 
m=a, ==— a, =— i : 

S.s+ms=z6 X , s=^i-m) x U 6 . 

\ (l-i7l) / 



Poi =3^^)=3'(.^c // )=3^-.c // ) . 
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Resta da appurarsi la forinola (4), per lo che fa 
d' uopo dedurre 

4V--O-3(,"-,0 = -4(,"--/)-^3 ( ,»-,Q =J , 

Si applichi lo stesso metodo all' eg. 

che noi (voi. cit. pag. 73) abbiamo integrata in 
poche linee . 

III. La più importante fra le funzioni irrazionali , 
perchè la più frequente nelle applicazioni, è 

dove X razionale funzione d* x della forma 

uix — \-Bx » . . . 

e si sa che gl'integrali suoi essendo molteplici e tal- 
volta complicati, recano grave imbarazzo alla gio- 
ventù . Sentito per esperienza il bisogno di racco- 
glierli in un breve prospetto, lo sottoponiamo al 
sicuro giudizio della R. Accademia, e le concediamo 
di pubblicarlo quando lo reputi vantaggioso . 

Siccome la presente ricerca si riduce a quella di 

J*x~ m dx(a-+-bx=±cx 2 )~ 2 , 



6o 



• ~ — 

sia a=wii — — onde (t(cMiVftiri=fcit ) * , 

te 

che dipende dal i.° termine 

Richiamata la formola {A) (Scien* del Cale. Subì. 
voi. 3.° p. 16), cioè 

dove y(x=za-+bx*)=zi=±u* , si tratta d'integrare 



udu^i^tir') a se m dispari; dii(i=±u 2 ) » separi, 
ed a ciò , per m>o soddisfa il seg. prospetto : 



i.° e a.° ^Lii<i=ttt*)*=|(i=t»»); 
3-° e 4-° / ; =r±V / (ir±u a ) -+c,: 

# • 

5 * #"77 IT~ =ar.sen.u -fc, 

J \/(i-+u 2 ) v 

8.°y" u*)* ^[iVi— u*.+«r. sen. u| -H-c, 

dove gli ultimi due integrali si ricavano dalla for- 
mola (B) (Op. cit. voi. 3.° p. 17), dalla quale 
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Se m<o si fa x=ì e ne deriva (p. 3i ) 
u "'duV/ i=tu ^rV^irt/ 2 , mentre 

/i /(i=to a ) dipende ^° P ' CÌt * f ° rm ' ^ P * 17 ' dà 
• _______ 

/<*a v/i-b"* C du 
.___ i-c. , ovv. da / — 

che, supposto i_±u a -=« a si trasforma ne' respettivi 
casi in 



t*=:i 51 U_ti 



Notisi che , facendo =u 2 , la formola 
— (voi. cit. pag. 22) si trasforma in 

du . u~ m du 

_^V<«»— ») com P resam v(7S^) 

di cui sopra. 

ARTICOLO V. 

Osservazioni sopra < diverse proposizioni di un opu- 
, 5co/o i7 cu* titolo — Su i Metodi Analitici (2W- - 
bliot. hai. Novemb. del i83o) — che l'Autore 
consacra all' esame di varj metodi per sostituirne 
loro de' nuovi* 

In una specie d'introduzione l'illustre Autore ac- 
cenna le riforme che ha fatte nel Calcolo Sublime 
e nelle Matematiche Applicate, ma siccome non co- 



\ 
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nosciamo i mezzi per esse adoperati, ci asteniamo 
dal farne ulterior menzione , dichiarandoci dispostis- 
simi ad applaudirlo , tosto che ci riesca di vedere 
le respettive sue produzioni . Ci piace intanto di 
cooperar con lui all'avanzamento dell'algebra, discu- 
tendo varie proposizioni dell' opuscolo citato , che ci 
sono sembrate affatto prive della supposta importanza 
o della bramata esattezza ; nè potrà egli lagnarsi del- 
la presente nostra risoluzione , perchè cosi facendo 
imitiamo assai leggiermente l'esempio ch'egli stesso 
ci ha dato, con censurare liberamente tutti i geometri 
dell'Europa. Un'autore che, disgustato degli elogi 
compartiti nel cit. giornale alle sue opere, disfida 
tutti a provare ch'essi meritino le modeste eccezioni 
ivi accennate, e che provoca la discussione intorno 
alle opere stesse, dicendo mi fo a provocarla con- 
secrando alcuni articoli ali* esame de' metodi di 
cui i geometri si sono serviti nello stabilire diverse 
teorie, e di quelli die conviene sostituirvi , debb' es- 
ser lieto che altri gli porga un'occasione di segnalarsi 
maggiormente con la confutazione di alcune rispettose 
difficoltà. Protestiamo intanto, che se con moderato 
contegno e salde ragioni le dimostrerà insussistenti, 
ben volentieri profitteremo de' suoi lumi, e ci uni- 
remo con quelli che si fanuo un pregio di celebrarlo 
senza veruna riserva . 

L'opuscolo è diviso in quattro parti, nelle quali 
lespellivameutc si tratta delle quantità negative, delle 
immaginarie, delle serie, del Calcolo Differenziale. 



\ 



PARTE I. 
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Teoria delle quantità positive e delle negative. 

Quest'articolo ci sembra notabile per la sua te- 
nuità e per alcuni concetti non plausibili . 

Dicesi l«* Che Videa del numero nasce dalla 
misura delle grandezze , in vece di dire nasce dalla 
simultanea percezione di più cose simili e poi si 
estende alle dissimili ( Scien. del Cale. §. i ) . 
E chi non vede che troppo tarderebbe il fanciullo ad 
acquistare questa idea, se aspettar dovesse di cono- 
scere T importanza della predetta misura, e di avere 
i mezzi e l' accortezza necessaria per procacciarsela ? 

2. 0 Che valor numerico di una quantità ó il 
numero che ne forma la base, e che due quantità 
sono eguali se abbiano lo stesso il segno ed il 
valore numerico . Primieramente dimandiamo che 
intendasi per la base: probabilmente ci si dirà che 
ella è l'unità fondamentale come il" metro in ìa 
metri: ma 

mei. mei. 

[Son pure due numerici valori di m fra loro diversi, 
quantunque la loro base sia la stessa e lo stesso il 
loro segno ? Sembra dunque che bisognasse dire : 
il numerico valore di una quantità consiste nella 
sua misura , presa con una base ( piuttosto mo- 
dulo'), e stante lo stesso modulo, può avere diverse 
espressioni, perchè di un prisma per es.° si può cer- 
care l'altezza, la superficie, il volume ed il peso. 
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Quando sì attenua che per un assegnato valore 
delle risolventi di un' equazione , i suoi coefficienti 
acquistano un determinato -valor numerico, non si 
prescinde forse da qualsivoglia nozione intorno alla 
supposta base de' numeri , sostituiti in vece delle ri • 
solventi stesse ? 

Dicesi 3.° Che date due quantità se ne può 
sempre trovare una terza, che presa per incre- 
mento di un numero fisso se e positiva, e per 
diminuzione nel caso contrario, conduca al me- 
desimo risultamento che le due quantità date , 
impiegate V una dopo V altra; e che questa terza 
quantità, che sola produce lo stesso effetto che 
le due altre, è ciò che si chiama la loro somma. 
Qui sembra che 1* Autore abbia studiata la maniera 
d'imbarazzare un'idea semplice e spontanea cou una 
soverchia ed oscura prolissità ; e poi qual bisogno di 
un numero fisso per sommare — io con 7 , ossia 
per conseguire — 3 — 7-^74=:- 3? 

4.° Clie il serto di un arco contato dal vertice 
di un diametro orizzontale equivale alla proiezione 
del raggio condotto ali 3 altra sua estremità , sul 
diametro verticale, e s'introduce cosi nella defini- 
zione del seno una nozione estrinseca , accessoria , 
superflua, e meno chiara di quella della cosa definita. 

Notisi che niuno de' punti controversi è stato di- 
scusso in quest'articolo, e che'non vi apparisce la mi- 
nima traccia di un nuovo metodo da sostituirsi a ciò 
che si sapeva prima di lui. Veggasi Cossali-Orig. Tra- 
sporto ec. dell' Mg. in hai. voi. i." cap. Vili. p. 283. 



65 

PARTE II. 

Teoria dell 1 espressioni immaginarie» 

u m Ogni equazione immaginaria non è che la 
rappresentazione simbolica di due equazioni fra 
quantità reali . 

Qualora l' equazione sia della forma 

si può affermare ch'essa include o suppone il sistema 

ma questi è un concetto espresso ne' vecchi elementi, 
e nou può dirsi che V equazione rappresenti il si- 
stema; essendo a, (3, y, S razionali, lo stesso sistema 
può corrispondere ad infinite equazioni , per es.° ad 

Che se l'equazione abbia diversa forma, come 

si la rappresentazione che la nota equivalenza spari- 
scono , e conveniva dimostrarla . 

Stabilita la massima di cui sopra , l' Autore si 
propoue di mostrare che l'espressioni ct=bjò\/—i 
possono esser utili nella ricerca delle proprietà 
generali delle quantità reali, e sono le seguenti: 

Nel prodotto de' quattro binomj 

si distribuiscano i fattori- come in 

5 



I 

66 

e si avrà (*y~/3*)»^(atf-f/3y) 9 , men tre 

è +(a*-+P*)(y*-+S*). Dunque 

£1 prodotto di due numeri intieri, ciascun de' quali 

sia composto di due quadrati, è la somma di due 

quadrati 

Affinchè I esposto calcolo meritasse di essere re- 
gistrato in un opuscolo, destinato alla riforma del- 
l'analisi, bisognerebbe: i.° che fosse necessaria o molto 
vantaggiosa la immaginaria forma de' fattori: a.° che 
la dimostrazione fosse completa: 3.° che conducesse 
alla scoperta di una novità importante, e noi pas- 
siamo a vedere che niuna delle accennate condizioni 
si verifica . , 

Coi dati numeri a, /3, «/ , ò sH formino tutte 
le possibili paja di binomj , composti di due pro- 
dotti binarj fra numeri Riversi, e si avrà 

*y +|3l, ct}-h(òy; «/3h^, cty-+(ò$; 

Sommando i quadrati delle respettive paja si conse- 
guono le identità 

ove per rispetto ad ognuno de' secondi membri si 
verifica: t.° che riceve un valor massimo quando due 
de' numeri o tutti abbiano lo stesso segno: 2.° che il 
suo valore risulta il minimo se uno l'abbia diverso 
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dagli altri: 3.* clic acquista la più semplice forma, 
senza che alcun numero si annulli, con supporre il 
segno di un prodotto binario diverso da quello degli 
altri tre , poiché si ha per es.° 

Ora questa identità resta soddisfatta qualunque 
sieno 0, (3, y % i t e qualunque l'origine del se- 
gno — , che può anche supporsi arbitraria. Dunque 

77 prodotto di due numeri, ciascun de quali 
consti di due quadrati, equivale alla somma di 
altri due . 

Con ripeter l'origine del segno negativo dall' ar- 
tificiosa combiuazione di quattro fattori immaginari 
viensi ad oscurare la verità del risultamelo, perchè 
sembra che si creda necessario dì combinare in una 
sola studiata maniera quattro numeri assurdi; numeri 
la cui importanza nell' analisi in altre guise sì chia- 
ramente apparisce, che niun bisogno vi è di accre- 
ditarli con mendicati artifizj. 

Conviene adesso avvertire che sin qui non si è 
considerato il caso che il quadrato di un binomio 
svanisca in forza di una delle identità 

*H-/^, */3+^> **4"0y« 

Se per es. B « : /3(=ma); \y : <£(=my), risulta 

(«y-+-i3^) 2 -Ha a 7 2 (i-».m a ) a , 
e fa d'uopo dimostrare che sia (1— i-m a ) a eguale 
alla somma di due quadrati, verità che nella dimo- 
strazione dell'Autore si 
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Richiamato il teorema dell' Eulero (*) , la cui 
espressione è 

si suppongano « / , /3 /f y /f J", eguali a zero, e si avrà 

un picciolo corollario di un teorema notissimo e 
quasi antico . 

La seconda applicazione è destinata a soccorrere 
la debole memoria di coloro che siansi dimenticati 
i teoremi 

J sen. (a -t- ec. cos. (a ec. j • . . (i) 

col mezzo della nota formola 

cos. sen. (a-^b^s/ — i= 

(cos.a-f sen. aV — i)(cos. b-± sen. b\/ — i) 

che li comprende . 

Noi non possiamo lodar per esso l'ingegnoso Auto- 
re , perchè la formola che propone è complicata , insi- 
gnificante, e per chi non si rammenti i teoremi (1) 
priva d'ogni ragion sufficiente, in conseguenza diffi- 
cile a ricordarsi: perchè nella reminiscenza della me- 
desima può facilmente insinuarsi un'errore di segno, 



(*) Nella. Scien. dal Cale. voi. 4.° $. 649 V abbiamo . ripro- 
dotto sotti) la più ampia forma datagli dal Lagrangia (Aocad. 
di Berlino an. 4770 ). 
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bastando che si prenda in cambio il seno pel coseno 
e viceversa, o che diasi il segno — al secondo ter- 
mine del primo membro ; perchè finalmente il nuovo 
ufficio di essa (in uno scritto di un geometra rifor- 
matore) è di troppo lieve momento attesa la sempli- 
cità de' teoremi (i), de' quali troppo è frequente 
l'uso, troppo facile il richiamarli alla memoria me- 
diante il semplicissimo metodo che li dimostra ; me- 
todo che pel primo è divulgato già da quindici anni 
(Scien. del Cale. $. 2*2), e pel secondo sino dal 
1786 (Cagnoli-Trigon." $. 53). 

Giunti al fine del §, dimandiamo qual sia la 
discussione degli usati metodi, e quali sieno i nuovi 
loro sostituiti. 

PARTE III. 

Sulla teoria delle Serie, 

Dicesi che una serie divergente non ha somma, 
ed è questa la prima delle proposizioni alquanto 
dure , che V Autore dichiara d' essere stato costretto 
di ammettere per conservarsi fedele ai suoi principi. 

Noi non possiamo astenerci dal notare, che qua- 
lora si tratti di una serie composta di un determi- 
nato numero di termini , o di una serie illimitata , 
ma da limitarsi in pratica , la proposizione è falsa , 
giacché le stesse formole che danno la somma delle 
progressioni la smentiscono: che se la serie vogliasi 
infinita (e bisognava dirlo), è vera ma da tutti per 
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tale riconosciuta, ed enunciata anche da noi quindici 
anni prima dell'Autore (Scien. del Cale* voi. \? 
5. iu3 e x 45 ) : la ragione si è che la somma ge- 
nerale risulta funzione dell'infinito. I matematici per- 
suasi di non poterla conseguire, si sono limitali a 
cercare il valore della sua funzione generatrice ( La 
Croix - voi. 3. 3 ediz. 1/ p. 1 34 — 35). Dunque la 
proposizione ove si dichiara che la serie divergente 
esclude la somma, non è nuova. 

Si afferma 2." che una serie indefinita non dà 
lo sviluppamento nè la rappresentanza della fun- 
zione da cui deriva , a meno eh* ella sia conver- 
gente , ed abbia par somma la funzione stessa ; 
e si aggiunge come condizione , che V ultimo resi- 
duo decresca a misura die si considera un mag- 
gior numero di termini. Anche questa proposizione, 
prescindendo dall'arbitraria esclusione della voce svi' 
luppamento a cui non possiamo rinunziare , trovasi 
espressa ed applicate nel cit. §. i45, dove] soltanto 
trascurammo di notare, che la serie si suppone som- 
mabile; e nel §. 176 di un'opera da noi pubblicata 
in Roma col titolo di Teoria dell' Analisi in tre 
voi. V an. 1 7921 . La condizione per cui si esige il 
successivo decremento del residuo fu anch'essa da 
noi chiaramente accennata nel §. di cui sopra. 

La più notabil parte del presente $. consiste in 
tre difficoltà promosse contro lo sviluppamento 

fx-+pi-L(]i 2 ec. di /(jc-fi)» 

. . . 

al quale si oppone : 
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Che i coefficiènti p, q ec. non 5/ possono 
supporre scelti in modo , che la somma della se- 
rie equivalga ad y£c— l-t ) , perchè la serie sempre 
non convergei 

a.° Che la sviluppabilità non si può spiegare 
opinando , che con una successione di operazioni 
si deducano dalla f^x-^i") i successivi termini 
della serie, perchè non si determina la natura 
delle operazioni, dalle quali i termini stessi di- 
pendono : 

3.° Che f{x— M*) non equivale ad s„ (somma 
gen. ) accresciuta del residuo , perché in tale ipo- 
tesi si potrebbero scegliere ad arbitrio gli n primi 
termini per determinare convenevolmente il residuo. 

Rispondiamo che se non è in potere dell'analisi 

10 scegliere la forma de' coefficienti /' , q ec, ella 
può con diversi metodi ed arlifìzj procacciarsi più 
serie per una stessa funzione, ad effetto di preferir 
quella che pel dato valore della variabile riesca op- 
portuna . Dovremmo forse rinunziare ad un metodo 
generico , di somma importanza , sovente unico, per- 
chè non sempre è permesso di trarne convenevole 
partito? In secondo luogo diciamo che per conseguire 

11 difFerenziale pi nulla preme che la serie sia di 
una forma o dell'altra. Che la serie non sempre 
converga fu avvertito anche dal Lagrangia (Calcul 
des Fonct. p. 76) ma soggiunse: par le moyen de 
ces limites on est a couvert des dìfficultés , qui 
peuvent resulter de la non convergence de la se- 
rie ; car ..... Se uno de' limiti sia infinito , egli 
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suggerisce un provvedimento (p. 78), e ninno sin 
qui ha saputo suggerirci un provvedimento migliore. 

Si risponde alla seconda obbiezione che l'ingegno 
del geometra determina in ogni caso la natura delle 
operazioni , sempre corrispondenti con uniforme an- 
damento alla qualità del metodo prescelto . Come si 
può asserire che il Calcolo Differenziale non determini 
per ogni special funzione la natura delle operazioni 
necessarie per differenziarla? (a) 

Quando si addurrà la ragione per cui gli n primi 
termini non si possono scegliere ad arbitrio , per as- 
segnare convenevolmente il residuo, lasceremo di ap- 
prezzare il metodo del La gran già (Calcul des Fonct, 
pag. 66, et sw'v.) ove si suppone libera la scelta 
degli n primi termini . 

Aspettando che ci si mostrino alcuni casi, ne' quali 
il risu] lamento de' noti metodi sia stato mal soddisfa- 
cente, diamo fine alle nostre osservazioni, e solo ci 
proponiamo di ponderare l'ultima delle massime sta- 
bilite dall'Autore come fondamentali della sua rifor- 
ma, ed è che il metodo de' coefficienti indeterminati 
sia induttivo, atto a fare indovinar qualche volta 
la verità . 

Se questa massima discende da' suoi principi, come 
l'Autore asserisce, del che non siamo persuasi, bi- 
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(<i) Le elementari diverse sono x m , a x , log. x t sen. x , 
cinque , come suol dirsi , perchè 

d. co». x=d\/ ( 1— »en. >*)=— sen. xdx . 
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sogna eli' essi non sieno abbastanza precisi, i.° perchè 
alcune volte il metodo di cui si tratta, ba tutta la 
forza di un metodo rigoroso, come in una moderna 
dimostrazione della formola del binomio, nello svi- 
luppamento di log. (i-»-n), nella recente dimostra- 
zione della formola del Taylor, ec, ove il rigore 
della conclusione nasce dalla inalterabil simmetria delle 
successive identità ausiliari , provenienti dal confronto 
determini simili: 2. 0 perchè talvolta conduce ad op- 
portunissime serie finite, come succede ne' due svi- 
luppamcnti 

' ^a+bx^iJx* 1 ec. 

bx"f + 1 (Ax*~ n -+Bx m ~ 2 " ec. 

Prescindendo anche dall'eccezioni è poi nuova la 
massima? Chi de' geometri la ignorava? I più accorti 
forse non si son fatti sempre un dovere di convali- 
dare il risultamento induttivo con un' adequata dimo- 
strazione ? 

Aftinché niuno ci accusi d'aver passati sotto si- 
lenzio i nuovi metodi dell'Autore, dichiariamo che 
non ci è riuscito di vederli , e ebe speriamo di tro- 
varne un ampio numero nell'art. 4«°* ebe si aspetta 
nel fascicolo della Bibliot. hai, pel mese di Marzo. 



fx m d^a-+b x y 
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PARTE IV. 

■ ■ . • . . . 

Sul Calcolo Infinitesimale ed in particolare sul 
Cale. Diff." (Biblici. Ital. Marzo i83i.) 

• 

Gl'infinitesimi sono quantità variabili, conver- 
genti verso lo zero: tutti ne hanno sempre conve- 
nuto. / differenziali sono quantità finite, il cui 
rapporto eguaglia il limite di quello che sussiste 
fra gV infinitesimi elementi delle funzioni differeii- 
ziate: il Lagrangia (Teor. delle Funz} Analit. §. 3 
e 4) disse: che la ragione ^e'differ. 11 infinit. 1 " 1 coin- 
cide nel limite con quella delle differì. L'Autore 
nel suo periodo rovescia l'ordine de' due membri, ed 
in vece del limite delle differenze considera quello 
degl' infinitesimi . In qualunque maniera il limite, 
quando abbia un valor finito, non differisce da ~ , da 
una nozione cioè da cui si vuole in seguito prescin- 
dere. 

Così l'equazioni differenziali divengono esatte 
e fra quantità finite: l'equazioni differenziali sem- 
pre sono state esatte e credute tali anche da quei 
geometri (Lagran. , Carnot f ec. ) che le supposero 
rettificate dallo stesso metodo leibniziano con la com- 
pensazione degli erróri. Come mai la soluzione d'in- 
finiti problemi, ottenuta col mezzo di equazioni ine- 
satte, avrebbe potuto riuscire sempre soddisfacente? 
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Disapprovato il metodo leibniziano a motivo della 
difficoltà che si prova a formarsi il concetto delle 
quantità infinitamente piccole, e quello dell' Eu- 
lero, del D'Alembert ed altri, perchè fondato sopra 
un'idea non abbastanza chiara per li principianti, 
qual'è il rapporto degli evanescenti , egli trova di- 
fettoso e manchevole lo stesso metodo delle funzioni 
derivate ; lo giudica soggetto a difficoltà dall' in- 
ventore non prevedute, e forse meno rigoroso degli 
altri, attesa V impossibilità di concepire lo sviluppo 
di una funzione, finche la serie non abbia un 
certo numero di termini, e sia completata con un 
conveniente residuo. Che più! Neppure egli approva 
che dicasi differenziale il secondo termine dello svi* 
luppamento di /(x-f l) . 

Esaminiamo le sue ragioni, ed i nuovi fondamenti 
da lui sostituiti a quelli che suppone di aver di- 
strutti. 

V idea degli evanescenti , reputata esatta dallo 
stesso Lagrangia ( Théor. des Fonct. Analyt. p. 3 ) 
dicesi che non abbastanza sia chiara per li princi- 
pianti: rispondiamo che per questo motivo non è 
stato mai trattenuto l'avanzamento degl'ingegni per- 
espicaci . 

L' idea degV infinitesimi è oscura : potremmo 
rispondere che di essa profittiamo come di uno stru- 
mento molto adattato ai bisogni della geometria su- 
blime, ma preferiamo di ripeter qui, presso a poco, 
ciò che fu saggiamente osservato nella Bibliot. hai, 
n.* p. aj4« » Come mai si potrebbe credere 
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» (ivi si dice), che un metodo il quale serve come 
» ottimo strumento nella ricerca della verità , sia 
» nello stesso tempo inesatto ed oscuro? Vi vuole 
» senza dubbio uno spirito fino e metafisico per 
» formarsi un' adequata idea, e comprendere nel vero 
» senso il metodo degl'infinitesimi, ma non perciò 
» dee confondersi una teorica sublime ed astratta 
» con una inesatta ed oscura . Senza questa distin- 
» zione saremmo condotti a dispregiare le dimostra- 
» zioni di Archimede , fin qui riconosciute come il 
» modello della geometrica precisione. Che poi i 
» principj su 1 °, ua li 8 Leibnizio fondò il suo nuovo 
» calcolo non differiscano essenzialmente dal metodo 
» di esaustione si rileva dalle sue opere, e special- 
» meute da un passo (Atti degli Erud. an. i684) 
» ove ec. D'altra parte l'uso continuo che i moderni 
» promiscuamente fanno del metodo leibniziano e di 
» quello del Lagrangia, ha resa sempre più manife- 
» sta l'intima relazione che sussiste fra loro... (a) » 
Ma il metodo leibniziano è pronto e sicuro (Lagr. 
li iog. cit. ): quello decimiti esattissimo, e tutti ne 
convengono: quello del Lagrangia con essi coincide 
ne' risultamenti . Dunque sono tutti e tre stabiliti so- 
pra fondamenti incontrastabili. 

. 1 ■ 

(a) La Biiliat. hai. si oppose al D.» Conti perchè disse ine- 
satti ed oscuri i principj del metodo Icihniuano , e difficil- 
mente applicabili quelli del metodo proposto dal Lagrangia. 
S' egli avesse disapprovalo il secondo come soggetto a varie 
difficoltà e poco rigoroso, avrehb' ella temperate ugualmente 
le sue critiche osservazioni ! 

• 
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11 mètodo delle funzioni derivate, soggiace a 
difficoltà ec. e si citano quelle del §. Ili sulle Serie: 
Noi le abbiamo trovate inconcludenti e citiamo le 
nostre risposte. 

Il suddetto metodo h forse meno rigoroso degli 
altri ec. 

Rispondiamo che la soluzione di quasi tutti i pro- 
blemi , compresi i più difficili , ricavata dal metodo 
delle funzioni derivate , è stata confermata cou l'ade- 
quato metodo de* limiti, in nuova guisa ad essi ma- 
gistralmente applicato cinque anni fa dal Sig. Dott. 
Piota , per soddisfare al quesito dell'I. Istituto di 
Milano proposto nel 1822: circostanza in cui diede 
prova del suo valore analitico , quantunque sia vero 
(Bullet, des Scien. 1826 n.° 10, p. a65) che per- 
sonne n'a mis en doute Vexactitude des principcs 
sur les quels les métodes de la Mécan. Analyt. 
sont fondés ec. Prendendo adesso di mira le diffi- 
coltà opposte dall' Autore dimandiamo: 

Chi proibisce la scella di un conveniente numero 
di termini nella serie del Taylor ? Quando il pro- 
blema richieda l'equivalente della suddetta serie, non 
inculcò forse il Lagrangia di apprezzare il residuo? 
Non died' egli per valutarlo la formola stessa propo- 
sta dal nostro Autore ? I limiti dell' errore possibile 
perchè gli aggiunse il Lagrangia, se non perchè 
troppo gli premeva di evitare la inesattezza? 

Essendo y=f.x dicesi y f ovv. f/x la sua 
derivata, si suppongono le dx , dy quantità finite 
(pag. 4«" lift* a4); le A*, ày infinitesime ( pag. 
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dy Ay 

cit. lin. 28) O e si stabilisce essere -j^=-^-, per 

dx t\x 

dy 

conseguenza y'=.f.'x e quindi -j-=f> x . 

dx 

Dimandiamo se sempre se possa e si giovi attri- 
buire alle dx f dy un valor finito. 
Supponendo mr(—dx) t mq(z=zdy) infinit. mi (F.' 9), 

' dx sotta nt. dsen.x cos.x 

abbiamo — = , — : = , 

dy y dx 1 

ed i secondi membri esprimono i limite della ragione 
fra gl' infini t."" che costituiscono i primi. Or chi ci 
addita i differenziali finiti, corrispondenti ai suddetti 
limiti? Bisogna forse sostituire le differenze mn t no, 
ai differenziali mr, rq ? 

Perchè si perverte il significato delle Ax , Ay , 
per considerarle in seguito come quantità finite? La 
y'—f'x è una identità di convenzione , e sussiste- 
rebbe qualunque fosse il significato dell'accento; iu- 

tanto ci si dice che deriva dalla ^ ^ , quasi 

che una verità convenzionale ed intuitiva si potesse 
dedurre da un principio analitico . 

Ay 

Quando le Ax, A/ sono piccolissime è g 
quasi se y'>o per x=zx, t le Ax, Ay hanno 



(•) Nella lin. 22 sembra certo un errore tipogralico, cioè che 
debbansi sostituire le Ax , Ay alle dx, dy . 
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lo stesso segno, e la y varia come la x, a par- 
lire da x=-x f : viccv. se jr'-^o. Dunque ec. 

Si ripete la stessa prò posizione, col titolo di Teo- 
rema e subito si soggiunge: 

Sostituendo f.x—cF.x od y si ha. 

Teor. a.° Se x=o dà f.x=zF.x—o, ed F.x di 
egual segno dentro i limiti x=o ad xz=zx f suppo- 
sta la x tra questi limiti, si può frodare 6<Cr 
soddisfacente alla 

'£U2* (I) 

Si dimanda se questa forinola sia ben dedotta , 
e se presenti una nozione assai chiara, da offerirsi ai 
principianti come fondamentale. 

Quando \ f.x . . ./^" ?x j , | F.' . . . F^ " *?x \ 

svaniscono per x=o t e le seconde funzioni non 
mutano segno da x=o ad x=x / , si ha 

/.*/«(«*) 



F.x Ft tt XQx) 



(a) e se F.xr=iX 



f. x= f w 0x) -^— .... (3) . 

I . 2 ... n 

La form. (a) deriva dalla (i) ma conveniva mo- 
strarne la derivazione, con farci per es.° 0.x=u e 
dedurne 

A,f(^L /^U) così ec 

F/u F"0iu) F"(Hb l xy 
La form. (3) e il residuo per la serie del Ma- 

Ax* Bx" 
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ove A mass* , B min* valore di f w 0x) , corri- 
spondenti a quelli di 8 da o ad i . Da essa il 
teor. del Taylor, che si completa col residuo 

/<•>(*-■*) — — ; 

i . a .... n 
ove i qualunque incremento d* X . 

Si uoti che i numeri A, B furono assegnati dal 
Lagrangia, come il prec. resìduo da lui rappresen- 

C'O ' ** 
tato con /"(*-+/) , dove / fra o ed i 

come d.i . 

In tutto questo nulla di nuovo fuorché un disor- 
dine di metodo, ed eccone la ragione. 

Trovato col moderno felicissimo metodo il teo- 
rema del Taylor, gli si aggiunga il residuo onde 
si abbia col Lagrangia 

i (*-•) ì*- 1 

/{x+0=r/.x-4//x.- vf . X - 

00 t" 

"i.a...« 
Permutando le x, i risulta » 

i i . a . . • ti 

e fatta la 

i i . a .... n 

serie del Maclaurin completata ec. 

Come può lodarsi uu metodo , che dipende dal- 
l' astrusa formola (a), e che ricava il generico sem- 
plice dal particolare difficilmente conseguibile, men- 

I 
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tre questi spontaneo discende dal generico facilmente 
dimostrabile ? 

Trovata finalmente con astrusi mezzi la formola 
del Maclawrin , l'Autore dice; questa è la formola 
che convien sostituire generalmente a quella dello 
Stirling . 

Dicendo: questa h la formola ec. sembra ch'ella 
sia nuova, mentre altro non è che la solita modifi- 
cazione di quella del Taylor . Se gli autori trascu- 
rano il residuo complementario , è certo che tutti 
ce lo suppongono sottinteso, perchè derivante da una 
essenzial parte della suddetta formola , da cui tutta 
la serie è dedotta. 

Aggiunto il residuo alla formola del Taylor sog- 
giunge: questa è la formola da sostituirsi general- 
mente a quella del Taylor: ma Y avvertimento era 
inutile, perchè tutti la conoscevano sotto ìa forma 
indicata, riprodotta anche da noi (Cale. Subì. voi. a.* 
P a §- *99 — Lucca 1826) . 

Egli passa come noi (Cale. Subì. voi. 2° p. 90) 

da A sen. x> Acos.x ec. ai respettivi differenziali, 

ma per tal effetto ha bisogno di dividere il primo 

membro per òx , il secondo per i, poi di cercare 

il limite delle funzioni 

sen.ii sen. 4/ 

■ ; . - cos.(.c-+-5i) , — m . ; sen.(x-h ^t), ec. 
|< -1 

per lo che dee supporre 1=0 , e cosi ottiene 

dsvn.x o dcos.x o 

— -. — — cos. x , — — = sen. r , ec ossia 

dx o dx o 

d sen. x= cos. xdx , d cos. a— — sen. xdx , ec. 
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Or chi non vede che cosi operando egli è co- 
stretto di rappresentare con la dx un elemento dif- 
ferenziale evanescente, e di spingersi col pensiero 

sen. yii 

sino al limite a cui si accosta, a misura che i 

è' 

diminuisce? Che in tal guisa ricade nel rifiutato con- 
cetto della ragione fra gli evanescenti , e che nel 
tempo stesso conaeguisce in 

co**xdx f sen. xdx t ec. 
altrettante espressioni lontane dall'essere quantità fi- 
nite? Noi dalle formolo più semplici 

A sen. x=z 2 sen. Ji cos. (x-f- |i ) 

Acos.X5=— 3 sen. fi* $en.(*-h *i) , 

fatto i=zdx infin. mo , ovvero annullando » e perciò 

d&en.x 

rfsen. x r in — ^= cos. (x + $i ) e cosi ec. , nca- 

asen 3* 

viamo gli stessi risulta meri ti , e per assicurarne l'esat- 
tezza facciamo vedere (luog. cit.) che ugualmente si 
ottengono sviluppando Asen.x, Aeos.x ec. in serie, 
e considerandone il primo termine, che diciamo ed 
è realmente il differenziai e delle respettive funzioni 
sen. x , cos. x , ec. 

Se l'idea degl'infinitesimi è oscura perchè si 
spesso la rammenta? Se un concetto oscuro in astratto, 
ma che ammetta una chiara e comoda maniera di 
calcolo ; un concetto che riesca infallibile ed elegante 
nelle sue applicazioni, deesi rigettare, anche l'algebra 
dovrà fare i suoi sacrifizj , e torneremo all' algebra 
del Fibonacci . 
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* 

Nella nota forinola 



i "i.a...7i 
l'Autore fa nz=zi e registra 

espressione identica con Ay=f'(x-+j)i (Théor. des 
Fonct. Analyt. p. i55, lìn. 6 di fon.). Le àx , 
sono nella f or mola (i) quelli eh egli chiama G- 
niti differenziali à 1 x e di f.x: ma chi non sa che 
ordinariamente basta considerare il solo termine 
f.'x.i, e che l'espressione (i) si richiede ne* soli casi 
in cui conviene tener conto di tutto lo sviluppamene 

* 

f.x+f.'x^-*- ec, come flei 5$. i3/{, i38 della Teo- 
ria delle Funzioni Analit, ? Chi non vede ohe qua- 
lora s'introducesse costantemente nelle forinole la 
suddetta espressione , e secondo l' occorrenza le altre 

Art* — Ax *x-+df K ' — ~Ar , 

ove 0 , ¥ numJ fra o ed i, da determinarsi , si 
pervertirebbe il Calcolo Infin. lc e gli si aggiungerebbe 
un estremo imbarazzo? Lei fonctions defitées, (non 
l'aggregato di tutte ) offrent un nouveau sy steme 
d'operations algebriques , et fournissent des tran*- 
formations qui sont d'un nsage immense dans toUle 
l'analjrse (Thèor. des Fonct. Analyt. p. 5i). 
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La valutazione dell' intiero sviluppo tajloriano 
diventa unicamente necessaria perii problemi, ne' quali 
mancando ogni mezzo per giungere alla soluzione 
adequata, si cerca di conseguirla per approssimazione, 
ma una difficile e particolare modificazione di un 
metodo generale molto differisce dal metodo stesso . 

Dira che nel prendere il differenziale delle par- 
ticolari fuuzioni si è ben guardato dall' introdurci le 
complementarie forinole di cui sopra, e che non ha 
scritto per es.° 

A sen. jr= sen. '(.r-f 0 Ax)Aa:= cos. (oM-dt ) Aa , 
e noi dimanderemo a che ha dunque servito intro- 
durre la funzione (1) e le analoghe nelle generali 
espressioni di df.x, df(x,y) ec. ? 

Dimandiamo in ultimo come mai le note espres- 
sioni di Asen.x, A cos. a: ec. dall'Autore esibite, 
possono convenire al A simbolo dell' infinitesimo ; lo 
invitiamo a darci coi suoi nuovi mezzi una miglior 
soluzione di alcuni fra' più insigni problemi , che 
sono stati sciolti col metodo del Lagrangia , e ter- 
miniamo con dichiarare non essere in nostra facoltà 
di dare alla R. Accademia, come avevamo promesso, 
per supplemento al nostro Saggio sulla Stor. delle 
Matem. un breve prospetto del Metodo de 3 Residui 
(che dal nostro Autore dicesi analogo al Cale. 
Differenzi'} , pubblicato negli Esercii] di Materni 
del medesimo, perchè sin qui gli abbiamo inutil- 
mente aspettati. Per ora possiamo soddisfare in parte 
alla promessa, traducèndo il giudizio che ne fu dato 
nell'ottimo giornale del sig. barone Di Ferussao 
(Agos. 1826). 
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<* Nél nnovo calcolo alcuni geometri altro non 
„ ravvisano che metodi noti , adattati a cèrte funzioni 
„ considerate in particolari circostanze .... Le ana- 
H litiche ricerche dell'Autore per diversi riguardi non 
,i hanno ottenuto l'unanime approvazione de' geome- 
,» tri suoi colleghi. Si sarehbe desiderata un'analisi 
„ meno sottile, più direttale di vedere scaturire 
„ dalle sue generalità l'effettiva e numerica soluzione 
„ di cèrti problemi non peranche sciolti . Egli cor- 
,< regge i metodi da tutti ammessi , ne stabilisce dei 
, f nuovi , lega con Corniole più generali diversi risul- 
u tamenti d'altri geometri. Ad ognuno è permesso 
il di non seguitarlo nelle sue ricerche, ma convien 
„, lasciarlo in piena libertà , e ninna riflessione potrà 
U impedire Un geòmetra attivo di estendere il campo 
„ delle speculazioni, di mostrar fallaci le teorie dei 
,, suoi predecessori, o di dar loro una nuova dire- 
„ zione » 

•Affinchè ninno creda che il nostro Autore sia stato 
il primo e solo censore della Teoria delle Funzioni 
Analitiche, e per ciò concepisca una indébita avver- 
sione al rispettaci I suo nomi' , ci facciamo un dovere 
di render noti gli algebristi, che nel lubrico arringo 
dèlia menzionata censura lo hanno, incautamente pre- 
ceduto. 

Essi, per quanto abbiamo potuto rinvenire sono 
sei, cioè il signor G. Barbieri di Modena, Hoènó 
Wronski , il Pasquilz, il sig. cav. Luigi Ser istori 
fiorentino, Vincenzo Trósselli , già. professore di 
Matematiche elementari in Mantova, ed il Dott. Carlo 

6 * 
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Conti. Il s de un do pubblicò ih Parigi nel 181 a la 
Hésolutipn .Generale des Équations de tous ies. 
da gres y ed ebbe l'onore d'esser confutato dal cav. 
biffini (Soc. Ital. voi. 18): Stampò «n opuscolo 
contro i principi della Teoria dette Funzioni rjiiiai. 
lincile , e l' universale compatimento fu il- premio 
delle sue fatiche, il Pasqaite si limitò a censurare 
lo sviluppaménto di /(x-fA)= ec.: infastidi e non 
persuase: del che ne avemmo una riprova dal vaio- 
roso geòmetra Aiagistrini (Soc. hai. Voi. XVII), ehe 
lo combattè con l'animo di confutarlo, e per mo- 
strare quanto fosse alieno dal cedere all'opinione di 
lui, dichiarò d'essere tuttavia fermo nel credere, che 
per la dimostrazione de' principi del calcolo differen- 
ziale fosse il metodo delle funzioni analiticlw molto 
superiore ad ogni altro. Successe il cav. Seiislori , 
riprodusse le obbiezioni del IVronski, ma non potè 
ottenere da' geometri una migliore accoglienza ( Bi- 
bliot. hai. an. ' 1 816 - Agos. p. 309 - Ottob. p. 1 81 ). 

Per rispetto allo stravagante opuscolo del quintò 
autore basii' il dire, che i geometri lo giudicarono 
immeritevole di qualsivoglia osservazione. 

Ecco gli argomenti addotti dal sig. Ser istori . 

Argom. 1;* Lo sviluppaménto di f(x-+h) iù 
A-^Bh^Ch^ ec. non è ben provato dal Lagrangia, 
perche vi posson onere tali e tanli radicali che 
si compensino tra loro, sicché la serie dia lo steso 
valor* della fCx—rh). \ « . - • » 

Rispondiamo che il sig. cav. altro non adduce 
fuorché sterili sospetti : che supponendo i radicali 
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di f.x tali e tanti ec. prescinde da tulle le fun- 
zioni di qualche ulililà nell'analisi: che forma un 
ipotesi . affatto, ideale , non verificabile in alcun modo: 
che in forzav delia gratuita complicatezza irrazionale 
si' aumenta Ja sproporzione de' valori competenti ai 
due membri: che la dimostrazione da noi proposta 
(Scien. del Cale. Subì, voi. \. 9 -Lucca 1826 p. 3 
e. segr) « Stata sin qui reputata superiore ad ogni 
eccezione u . .. . , • .. 

, Argom. Nella dimostrazione del sig. Poisson 
si determinano gli esponenti di /1 con un processo 
analitico th' esclude gli esponenti fratti ed i ne- 
gativi, il che (non sembra com'egli dice), ma sa- 
rebbe Una pretta petizione di principio . Osserviamo 
che nella nostra dimostrazione don ravvisiamo veruna 
ombra del temuto sofisma. Per quella del sig. Poisson 
ci dispenserà dal prestar fede all'asserzione sua, fino 
a tanto che non l'abbia con precisione giustificata. 
Avverta in tanto, che per rispetto agli esponenti ne- 
gativi'* la sua .proposizione subito apparisce falsa, 
perche tanto il Lagrangia quanto il Poisson gli 
escludono con una osservazione preliminare, indipen- 
dente dal metodo adoperato per assicurare il richie- 
sto sviluppamento . •. . . - 

Argom. ò. 9 Si pone f(x-+ìi)=f.x-¥Ph , e si 
credè di provare questa identità , dicendo die resta 
soddisfatta quando ,/t=o, il che non basta per- 
chb ec. 

Si prega il sig. cav. di avvertire, che la com- 
battuta identità altro non essendo che un competi- 
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dioso siitibolò della serie tayloriaHa , resta provata 
insieme con questo . 

Egli decide in ultimo che ai soli tre argo» enti 
superiori tutte si riducano le difficoltà, che mai 
posson nascere intorno ai principi, da cui dipende, 
la supposta generalità della teoria divisata, e sd 
questo proposito diciamo non poter noi comprende- 
re, come le chimeriche astrazioni di un ingegno so- 
fistico, anche concentrate in un solo ramo delle scienze 
astratte , possano mai , non diremo enumerarsi , ma 
neppure ci rconsci versi dentro assegnabili confini + e 
dimandiamo .se le obbiezioni del nostro Autore non 
gli sieno sembrate affatto diverse dalle sue. Non sa 
egli che il campo delle speculazioni è vastissimo ed 
inimitabile ? Che mille fervidi ingegni , come Tom- 
maso ìjobbes, Giuseppe Scaligero, Hoené tVronski, 
il PasquitZ, i qnadratori del circolo, i trisettori 
dell'angolo, ec. ec. possono disviarsi per esso senz* 
incontrarsi giammai ? 

Ci siamo astennti dal prendere in esàirie l' opu- 
scolo del sig. Barbieri, stampato in Modena l'an- 
no i8o4, perchè una sua lettera inserita nella Bibliot. 
Udir (Ottob. an. 1817) per più ragioni ci ha di- 
stolti dal farne ricerca . V oggetto dèlia mia òpéra 
(ivi egli dice) /« di mostrare a priori y indipen- 
dentemente da gV infinitesimi , la esattezza del cal- 
colo differenziale , considerato come calcolo delle 
differenze finite; dimostrazione in vano ricercata 
sino al 1 8ov{ dal Cavalieri , dal Leibnizio , dal 
Neuto-no , inventori del coltolo degV infiniteiimi , 
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e perciò da* geometri posteriori . Da tali espressioni , 
e più dal loro contesto , noi deducemmo : 

i.° Che il metodo del Lagrangia fi è disappro- 
vato, quantunque egli ravvicini fra loro, per quanto 
è possibile , il calcolo differenziale e quello delle dif- 
ferenze , giacché nella teoria delle funzioni anali- 
tiche (§. 3.°) la i in /(x-4i)= ec. vuoisi inde- 
terminata, e però non differente da una quantità finita 
qualunque . 

a.° Che vi si riguarda il Neutono come un in- 
ventore del calcolo degl'infinitesimi, mentre si sa che 
per isfuggirne l'idea, egli a bella posta immaginò il 
metodo delle flussioni, equivalente a quello delle 
ultime ragioni fra le quantità evanescenti , cioè al 
nostro metodo de 1 limiti , qui n'en est proprement 
que la traduction algébrique ( Lagrangia — Op. 
cit. §. 5.° ) . 

Osserviamo in ultimo che l'opuscolo del D. r Carlo 
Conti ( Sagg. di nuove ricerche sul cale. diff. le — 
Padova i8a5) fu abbastanza confutato nel cit. num. 
dèlia Bibliot. Italiana, in parte da noi superiormente 
riprodotto . 
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